
LEONHARDI EULERI 

OPERA OMMA 






LEONHARDI BULERI 

OPERA OMNIA 


SUB AUSPICIIS 

SOCIETATIS SCIENTIARUM NATURALIUM 

HELVETICAE 


EDBNDA CURAVEEUNT 

FEEDmAiTD EUDIO 
ADOLF KEAZEE PAUL STlCKEL 


SERIES PRIMA 

OPEEA MATHEMATICA 

VOLTMEN DUODETIOBSIMUM 



LIPSIAE ET BEROLINI 
TYPIS ET m AEDIBUS B.a.TEUBNERl 
MCMXX 



LEONHARDI ETJLERI 


COMMENTATIONES ANALYTICAE 

AD THEORIAM mTEGRALmM 
PERTINENTES 


VOLUMBN SEODUDDM 


BDIDBRDNT 

AUGUST GUTZMER ET ALEXANDER LIAPOUNOEE 



LIPSIAE BT BEROLINI 
TIPIS ET m AEDIBUS B. G. TEUBNERI 
MCMXX 
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VOEWORT 


Die Abliaiidlmigeii 476 — 694 des vorliegenden Bandes sind von A. Gut^mer, deni 
Heraiisgeber des Bandes Ii?; bearbeitet worden, der aucli, zusammeii mit dein Eedaktions- 
koinitee, die Korrektar und die Revision der zugehorigen Druckbogen besorgt hat. 

Die Bearbeitnng des Restes, namlicli der Abhandlimgen 606 — 653, sowie des ganzen 
folgeiiden Bandes In) war von A. Lupounoef tibernomrnen worden. Er hat diesen seinen 
Anteil an der Euleransgabe dein Redaktionskomitee aueh rechtzeitig eingeliefert; es war 
ihm aber leider nicht bescliieden, sich an der Drucklegung zu beteiligen. Nachdem die 
Kriegsverhaltnisse sclion vor Jahren jede Verbindung mit ihm abgeschnitten nnd den Druck 
des fertig gesetzten, aber erst zvir Halfte korrigierten Bandes Iis anfs nngewisse hinatis- 
geschoben batten, ist er am 3. November 1918 gestorben. Die Sehweizerische Naturforschende 
GesaUschaft wird seiner Mitarbeit und seines lebhaften Interesses ftlr die Euleransgabe stets 
dankbar gedenken. 

TJnter Mitwirknng von A- Gutzmer sind nun Korrektur und Revision der zweiten 
llalfte des vorlH'gv.ruhui Bandes von A. KBAZEii und deni Unterzeiclmeten durchgefuhrt 
worden, die iiierfdr auch die Verantwortung iibernebmen. 

Zurich, im Juli 1920. 

Ferdinand Eudio. 
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S|i.MMiliiti.it 0 's iiiuil,vii<-aa ab Illuatr. Eulkro bic traditae super formula integrali 
/*■*" dx vorsaniur. (!um ctiiin (‘ins valonun, si a tennino x = 0 usque ad terminum 

t'' I 1 

1 , haac intagratio, quippe cuius veritatem per metliodos 

p q™ 1 

cousucias <(st.eiiibT« iuudftius non licueral, baud parum attentionis mereri ipsi yidebatur; 
(piainolin'tii roiisidcraiioiH'S, (jnao super bac? formula Viro Jllustr. sese obtulerunt, bic expo- 
DUiniur v:iiiai|iif inde flc;',:nilissiiua dediicuntur tbcoremata, quorum praecipixa hie ante oculos 
poiiemtis b'ctonuu uberioris iiivcsf igalionls (mrioaum ad ipsam dissertationem ablegantes. 

Hi fonmila ,i tormiuo x--i) usque ad termimim a; -I extendatur, eius 

valor iiii.-pralis luuiucltir arcut eireuli, cuius tangens cst n; cuius tbeorematis veritas ex con- 
sicleraiione taui i‘xpoiu'iiUutu inmginnrioruin quam sequentis seriei est petenda. Cura enim sit 


mn.nlx 


nix , JS^CZat)* 

^ imnM! ^ "T" * » * i5 1 • ‘ ’ 7 




'^dxBm.lx 
ix 


7t 
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|ri(l« siiitiiu cticitur 

i*dx sill, nix a® i «“ i et(. 

cuius scrim MUHutm mauifosto ast A tang, n, ita ut posito «-l fiat J- 
dcuotantt! a semiperipberiam circuli, cuius radius 1. 

Hi formula / a termino « - 0 ad terminum a; =- 1 extendatur, eius 

valor ,d,,r.l,„a,lito .... - 1 d+tf + f” 

occurrit, ctiiwusl In h<.c tbeoremate praecedens contineri videatur. Mandestura autem est 
ain. qlx a.l unitatem reduei non posse, nisi quantitas q variabilis accipiatur. Ex formu a 

Lkosmaiiw OjMsra oiunia Ii8 Cotumeidationos analyticao ^ 



SPECUliATlONKS ANALYTICAE 


{ jr.™ 18 


> (li'diit'cniltuii sit, iiivi^fisj-Hitilttm iiidi- 

, fjimm ut has 


autem generali quomodo haius theorematis intep 



Mrr!io»to ILfest. cwenit, l.i« ."t™. I.'”- - 

tlieoremate expressas pemnitur. 

'’sf^dxsia.nlx ^ i;erimno a; ra" H ml tt*ri«iiuuii 


Si formula J’^- 


1 


lx 


, . 1 • A j-or,<v " aeouetur. Hu' tdiscrvaiulmii <4 hoc th.or.'tuu sul 

semper Me Talon A tang. ^ ^ aequaur. 

, . -1^1. WiTn vero auoties , . tniinb-m nuiiiil valori'in, lotu's ctuun 

primum reduci posito m = l; turn vero quin.u« 

formae integrales inter se aequales evadent. 


■ dx 


Formula 


'ab X =* 0“ 
ad £c 1. 


semper aeqtmliir \mk fori»»!ai* 


|3 a I'l ?? it ”1 


cuius producti ralor per ea, quae Vir Illustr. in MiKceilau.'urum Ber.iU... VJI, 

p, 114^^) circa huiusmodi prodnetum 


a c + 6 ^ c h k c(> 4" ^ ^ d" . i+fi* 

5 h^-lc c + 


docuerat, deprehenditur 




fa"'-/' dz 


Denotante i numerum infinitum fonnula J 
Denotantibus litteris 21, 39, K etc. huiusmodi proilueiii 


'■ftb f - if] ly 


2t =» (a — j3) (a — y) (« ~ d) (a - i) «tc., 

S3 = (/3 - a) (^ - y) (/3 — f) 

E =■ (y ~ a) (y — 13) (y — S) (y — «) rtu. 

etc. 

(littera Tero sit = 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • • ■ (« — 2)) semper erit 




"all X if" 
ml ijc «» l.„ 




li 




1) Vide notam p. 13. A. G. 
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Cum nuper^) invenissem integrale huius formulae differentialis 
si ita capiatur, ut evanescat posito x — 0, turn vero statuatur x = l, aequari 
huic valori integratio eo magis atteutione digna mihi videbatur, 

quod eius veritas per nullas methodos bactenus usitatas ostendi posset. 
Quamobrem nullum plane est dubium, quin ea plurimum in recessu babeat 
et ad multa alia praeclara inventa in Analysi perducere queat. Hand igitur 
ingratum Geometris fore arbitror, si nonnullas speculationes, quae super bac 
formula se mibi obtulerunt, exposuero. 


1. Quoniam ista integratio se ad omnes plane exponentes pro litteris 
£t et /3 assumtos extendit atque adeo valores imaginarii non excluduntur, 
ponamus 

a = nV — 1 et j3 = — nV — 1 

eritque 

quae formula cum reducatur ad banc notum est valorem 

esse =2/ — 1-sin. wZoj, quo valore substitute prodit 


21 /- 1 ./ 


dxsm,nlx 

lx 


l+n V—l 

l—nY—l 


Constat autem buius formulae valorem esse 

y — 1 

quandoquidem sumto n variabili eius differentiatio dat 


2 y — 1 • A tang, n, 


^ ^ l+ny—l Sdw]/— 1 

1 — w]/— 1 l-\-nn 


cuius integrale manifesto est 2]/— 1-A tang. bine igitur adipiscimur sequens 
tbeorema: 


l) Yide L. Eoleki Commentationem 464 (indicis Enbstkobmiani) : IFova methodus quanti- 
tates mtegrales determinandi, Novi comment, acad. sc. Petrop. 19 (1774), 1775, p. 66; 
Lmonmjuidi JEnmi Opera omnia^ series I, vol. 17, p. 421, imprimis 427. A. G. 
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ALLE EBCHTE, EINSCHLIESSLICH DES OBEESETZDNGSEECHTS, YOEBEHALl'EN 



VOEWOET 

.Die Abliaiidlrinft'eii 475—51)4 des vorliog'oiiden Jiaiides siiid von A. Dutzmjck., dem 
rierruiBg’e.ber dcs llandeB \m^ bea-rbeitet. wordeii, der aiicb, zusamnien iixit dem Redaktions- 
Ivomilaic, die Korrektiiir vuid die lievisioii der zngeliorig’eii Drnckbogeii besorgt bat. 

Die !>(au-bt^iLu.ng deB RestcB, namlicb, der Abbandlmigen 606 — 653, sowie des ganzeii 
lV)lg(‘aid(‘.ii Ba, tidies iej war von A. 'Liapoitmoff ubemomnien worden. Er bat dieseii semen 
Anteil an der Eiileransgabe dem lledaktloiiBkoiriitee aneli recbtzeitig eingeliefert; es war 
ihin ab(vr leidcvr uieht bcBcbicdtm, sicli an der Drucklegung zri beteiligen. Nacbdem die 
IvrK'.gBverluiliiiiiBBe Bchoii vor »Jabre;M jede Verbiiidung mit ilina abgesclmitten nnd den Druek 
des fertlg gesetzten, aber erst znr llalfte korrigie.rttvn Bandes Iia anfs ungewisse hinaiis- 
gescbobon batten, ist er am 3. "November 1918 gestorben. Die Scliweizeriscbe Naturforscbende 
Descilscliaft wird styiner Mitarbeit und seines lebbaften Iiiteresses fur die Eiileransgabe stets 
daukbar gedeuken. 

IJnter M'iiAvu'kiing voii A. sind mm. Korrektnr mid .Revision der zweiteii 

Iliilfte des v()rli(‘g(vnden Barubys von A. lvK.AZKiv‘. nod dem irnterzeiclmeten durcligefCilirt 
worden, die luerfiir aucb die Vtyrautwortnng iibeniehmen. 

Ziiricli, im Jiili 11)20. 

Feedinand Efdio. 


Carnegie institus 

OF TECHNOLOGY UBS 



speoulatiOnes AKALTTIOAE 


[ic— 18 


qnoBodo tai.s fteoremsB. integrale tento !.'.«■ 

diias resoMt J"- 


lx 


-- , qnaiii ill lias 

-----y - w lx 

. r z?. I quaram utraquo cvun formula goim- 

raU iniiao memorata manifesto conTenit; hinc autem labore baud operoso ad iormulas iii 

tlieoremate expressas perverdtur. 

Si formula a termiuo ^ = 0 ad terminura a: = 1 exteudatur, ca 

semper buic yalori A tang. aequetur. Hie obseryandum est boe tluMirmua ad 
primum reduci posito »i = l; turn yero quoties eundem induit yalorem, totH..s etiam 

» . . , . . A i. 


Formula 


Px^-af dx 

ab ic = 0” 


_ad x = l^ 


semper aequetur huic foiiuulae 


7 ^ ^ , etc 
^ a -[~ W 2 ^ “I” ^ ^ ^ 

cuius product! valor per ea, quae Vir Illustr. in Miscellaneorum Beroliii. lonuj VIl^ 
p. 114 ,^) circa huiusmodi productum 

Ct C “1“ & Cl> -f“ ^ C 4” ^ “I” ^ ^ “t" ^ ^ ^ H” ^ ^ ^ i. , 

b c 0/ 5 ~f-^ c d 


docuerat^ deprehenditur 


. t 

a 


-2n 

2» 


— 

2w 


dz 


Denotante i numerum infinitum formula / 

J z — l 

Denotantibus litteris SI, 35, ® etc. huiusmodi producta 


"ab 

ad 


S'einper est 


St = (a — /3) (a — y) (a — d) (a — e ) etc., 
S3 = (/3 — a)(/S — y)(^ — d)(^ — f) etc., 

g = (y _ a) (j/ _ ^) (j, _ 

etc. 

(Httera yero N sit = l-2-3-4-5---(« — 2)) semper erit 


/ 


dx 


xQxf 



ab X == 0 
ad £c =a 1 


W — 27 
CC ICC 


^-^i§ 

JVS8 


jy® ' jy® “ 


+ etc. 


a 

it ■ 


1 ) Vide Eotam p. 13. 
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59-60] 


/ QJ , 

Cum nuper^) invenissem integrale huius formulae dififerentialis 
si ita capiatur, ut evanescat posito x = 0, turn vero statuatur x = l, aequari 
huic valori haec integratio eo magis attentione digna miM videbatur, 

quod eius veritas per nullas methodos hactenus usitatas ostendi posset. 
Quamobrem nullum plane est dubium, quin ea plurimum in recessu babeat 
et ad multa alia praeclara inventa in Analysi perducere queat. Hand igitur 
ingratum Geometris fore arbitror, si nonnullas speculationes, quae super hac 
formula se mihi obtulerunt, exposuero. 


1. Quoniam ista integratio se ad omnes plane exponentes pro litteris 
a et /3 assumtos extendit atque adeo valores imaginarii non excluduntur, 
ponamus 

a = nV — 1 et ^ = — nY — 1 

eritque 

x“ — of = x”'^~^ — X~'^^~^', 

quae formula cum reducatur ad hanc notum est valorem 

esse =2]/ — 1-^m. nix, quo valore substitute prodit 


2y-i./ 


^ I dxsm.nlx 1 

lx 1— w]/— 1 


Constat autem huius formulae valorem esse 2]/ — 1-Atang. w, 

1 — n Y — 1 

quandoquidem surnto n variabili eius differentiatio dat 


d. I 


1 + «|/— 1 2dny~l 


■nY— 1 


1 + ww 


cuius integrale manifesto est 2 y— 1- A tang, n; hinc igitur adipiscimur sequens 
theorema: 


l) Vide L, Euleei Commentationem 464 (indicis Enbstrobmiani) : Ufova methodus quanti- 
tates iniegrales determinandi, Novi comment, acad. sc. Petr op. 19 (1774), 1775, p. 66; 
Leonmabdi Euleri Opera omnia^ series I, vol. 17, p. 421, imprimis 427. A. G. 


1 



SPICHLATIONES ANALtTH’-AM 


ItUl (51 


THBOREMA 1 


Ista formula integralis 


/ dx sin. 
lx 


nix 


a termino x = 0 usque ad terminum x = l extensa exprinuf aratni chTiiii, adus 
tangens = n] unde sumto n — 1 erit 


/ dx sill 
~h 

denotante n semiperipheriam circuli, cuius radius = 1. 


'siii.wZa: ir 

lx 4 


2. Quamvis autem haec integratio ex nostra forma giMicrali, aliis 

methodis inaccessa yidetur, sit deducta, tamen eius veritas }»((r ivsoluKoiii's 
consuetas sequent! modo ostendi potest siccpie ex hoc, cuku ini(‘gratio 
generalis eo maius firmamentum accipiet. Cum enim per sorimn itifiniiam sit 


erit 


sin. nlz-^- , «•(<*)* _ 

1 1*2*3 1,*2*3*4*5 ' M 

f -fdxln- + »■(*«)' _ oto 5 • 

^ J \ l-2-3^1-2-3-4.5 7 ’ 

constat autem esse 

fdx{lxf= x{lxy— 2 f ixlx = xQxf-. 2xlx + 2 • 1 
quae expressio posito x = l reducitur ad 2-1; simili modo fiat 

fdx(lxf = x(lxf- 4fdx(lxf = x{lxy - 4x{lxJ + 4 • ‘6f(lx(y)\ 

proSr “ i"t„gn.lilH,.s introdnctis 


f 


dx ^m.nlx 
lx 


■ = n 


2-1^^ 4>a-2-ln^ 

1 • 2 • 3 1 . 2 • 5 


6 “ • 1 


4** 6tc* 


“ J + eta, 

cuius seriei summa manifesto est A tang. 
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3. Hie casus nobis ansam praebet etiam banc formulam integralem 
investigandi , quae quidem non immediate in nostra forma gene- 

rali continetur; et quia est 


cos. nix ==1 


nnilxf 

“ITY- + 


n\lxy 
1-2 -Z-i 


n^(lxy 


“1 “ gIjC.j 


ex prime termino oritur cuius quidem valorem ostendi esse infinitum. 

Pro sequentibus autem terminis erit 

jdxlx — xlx — x = — 1 et J‘dx{lodf= — 1-2-3 et J‘dx(lxf= — 1---5 etc., 
quibus valoribus substitutis obtinebimus 


/ dxc,os.nlx Td 

IjX tJ t 


dx , nn 
ix ‘ 2 


4 ¥ ’ 




- + etc., 


quae expressio manifesto reducitur ad banc 

/£+'3'P + ””)- 


Quia autem primus terminus banc summam reddit infinitam, bine subtrabamus 
aliam similem 

/ dx cos. mix rdx , 1-,,., , ^ 

—te j h + ^'(1 + ”’*) 

et liabebimus 

J "" dx (cos. nix — GOs.7nl x) 1 j^l + nn 

lx 2 1+ 7nm 

atque haec integratio non minus notatu digna videtur quam praecedens. 


4 Cum autem in genere sit cos. a — cos. & = 2 sin. sin. erit 


» , . m + n 7 . m — n j 

cos. nlx — cos. 7nlx = 2 sm. — - — lx sm. Ix^ 

A A 


ita ut sit 




m + vbn . m — n ^ 

sin. lx sm. — — lx 


X - 


lx 


1^1 +nn , 
4 1 + mm’ 


quodsi ergo ponamus m=p-{-q et n=p — q, sequens adipiscemur tbeorema 
maxime notatu dignum: 



SPECULATIONES ANALYTICAE 


THEORBMA 2 

Ista fmna irdegralis 

sin. plx sin. glx 

_ 1 + 

4 1 + (j? + if ^ 

si scilicet integratio a termino x = 0 usque ad terminum x = 1 extcnditur. 

Quae integratio eo magis est notatu digna, quia in ea mdltiH arcus ('.ir- 
cularis occurrit, etiamsi priorem in se complecti vidoatur, quod autiun sotuis 
se habet, quia sxvi.qlx ad unitatem reduci nequit, quin siinul quantitus q 
reddatur variabilis. 


5. Operae igitur pretium erit investigare, quotnodo otiam iutourab' 
huius tbeorematis ex forma nostra generali derivari (puait. Ihitic in litKuu 
consideremus istam formam integralem 


quae in has duas resolvitur 


cuius prions valor est posterioris vero ite ut liaboamus 

f p(of-af) (x'- of) = zC“±y±l)(^ + 1) . 


Kune igitur 


deinde 


statuamus 

a=pV—l et /3==— 
r^qV~l et d = — gV— 1, 


21/- 1. sin. pla: et l-sin.^Z*; 


ut fiat 
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sic eiiini nostra forma integralis induet hanc formam 


sin. jpZa? sin. qlx. 


Pro eius autem valore reperimas 


= y — 1 et /?4-d + i = i — (i> + 2) V — ij 

/^+7+i=i + (9' — p) y — 1 a+<^+i=i+(i5 — y) y — 


quibus valoribus substitutis valor integralis prodit 

7 l + (i> + g )' 7 l+(P-g)' 

i + ip-qf i + (p + g)®’ 


unde manifesto sequitur integratio postremi tbeorematis 


/ 


dX . j • n 1 

sm.plx sin. qlx = - 


LLihzll. 
i + (jp + qy 


6. Hinc occasionem arripimus etiam banc formam generalem evolvendi 

cuius valor erit 

7®^'bj^"t'^i7 ~b 1 j ( k 4~ y ~b 1) "b ^ _ 

+ y + 1 ^ "f" 1 (^ + y "h 1) "b ^ "1" i) 

Nunc iterum faciamus 


a^pY—l et /? = — jpV— 1, 

turn vero 

y = qY — 1 et (5' = — qy — 1 

fietque 

x“ — x^=2y — l-sin.j>Za: et x^' -Y x^ = 2 cob. qlx, 


ita ut ipsa formula integralis oriatur 



SPECULATIONES ANALYTICAE 


Pro valore autem integrali habeMmus 

„ ^ + 1 = 1 + (^ + ^)l/- 1, /3 + ^ + 1 = 1 + (!Z -iO I''-- ^ ’ 

= — g) V—l> ^ + 1 = I — (p-h <i) I' 1 » 


I (M 


unde valor integralis prodit 

i+cp+g)"/-! . i+(p-g)T/-i _ 1 1+. (j_+ «) y- + 1 ‘ ^ ‘ 

+ 1 1 — (p — g)]/— 1 1 — (jj + g)l/— 1 i--(7> g) 1 I 

Bst vero 

I , ;‘- + (p + g)l/— 1. ^ 2l/— 1 • A tang, {p + g) 
i-(i>+g)y-i 

eodemque modo 

I i±_fcl2} = 2 }/— 1 • A tang, (p — <j), 


quibus valoribus substitutis resultat ista integratio 


r dx 
J lx 


clx 1 1 

sin.jpZa; cos. qlx = ir A tang, (p + g) + „ A tang, (p ■ 


g,)- 


Cum igitur sit in genere A tang, u + A tang. & = A tang. , erit Hununa. 
arcuum modo inventa =Atang. - — - et valor integral is 

o I — i?jP + ^ 


Mnc sequens 


yAtang.j— 


pp+m’ 


Ista formula integralis 


THEORBMA 3 


/ 


sin. plx cos. qlx 


a termino x — Q usque ad x = l extensa aequalis est huk valori 


1 

2 


A tang 


2jp 

' 1 -pp + qq ' 
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ef)] SrECULATIONES ANALYTICAE 

7. Quodsi ergo sumamus (i=--p, ob sin. plx coa.qlx = ^ prodibit 

ista integratio 

I sin. 2plx = Y A. tang. 2p, 

id (piod prorsus convenit cum theoremate primo; at vero etiam in genere ad 
theoroma primuui rcduci potest. Cum enim sit 

sin. (I cos. ^ \ sin. (a + 6) -f ^ sin. (a — h), 

formula nostra in has partes dividitur 

if'lx + jf tx 

Prioris igitiir partis valor erit ex theoremate 

= 2 Atang.(p + ^i), 

posterioris vero partis 

= 2 A tang, (p — q), 

(juao forma utiquo reducitur ad earn, quam hic»dedimus. 


8. Nunc autom integrationem nostrum generalem 



aliquanto genoralius ad angulos reducamus ponendo 

a^m-^-nV — 1, /3 = m — nV — 1, 


ut fiat 


aj'' — ixf = 2 V — 1 -a:"' sin. nlx‘, 


turn vero erit 


a+l 1 4- + w Y— 1 

/3 + 1 ~ 1 + m — ny—l’ 


Lboniiaepi Eulhiu opera omnia Iib Commentationes analyfcicao 
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SPECUIATIONES AMLYTICAE 


Cf. - 


quae fractio posito n — reducitur ad lianc ^ + i v , 

j /• j/^ I ’ iioli vc^rc) 


2 -j- j5;]/ 2 

I ___ — _ 2/— 1 - A tang. ^ = 2 /— 1 . A tang. 


i-iy-i 

sicque impetramus sequens theorema: 


m q- 1 


-Zsto formula integralis 


THEOEBMA 4 

J nix 


a termino a;==0 usque ad terminum ^ 

urminum x = 1 eztensa semqm- arqua/is erit hula rah 

A tang. —’I - . 

^f^Primum reducitur; ubi imi.rimiH uotat 
fomae iategrales aequaias inter se’^ldunt ‘ 

<™ni ponafar ™ *™ere ad primum rcduci potest. S' 


■ dy 
m + i 


m + i’ 


^ valoribus substitutis fiet 

f^sin. — ^ly 

quae cum similis sit nrimn + 1 ,^ 

qaoniam aatem lie poadmns ost -Atang. » 

»™>t y - 0 et j, _ 1 . »• “!>» termiPi mtegrationis hie 


“• ««■> tteorema, cum ait 

^*““S-| + Ataug.-i_A^^ j 


ut 

4' 
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pro priore erit « = 1 et w = l, pro posteriore vero w = l et m = 2; hinc 
igitur habebitur ista integratio 

y- (iC 4- xx) sm. lx = y • 

Deinde cum jjer seriem infinitam sit 

^ = A tang, + A tang, j + A tang, + A tang. ^ ^ , 

cuius seriei terminus generalis est A tang. , habebimus banc integrationem 
satis memorabilem 

J xfx ^ ^ 4 ’ 

cpiod eo magis est notatu dignum, quod series infinita a?® + + etc. 

nullo modo ad summam, finitam reduci potest. 


11. Sed revertamur ad nostram integrationem principalem, qua est 



cuius veritatem etiam hoc modo ostendere licet. Cum sit 35“ = e“ denotante 
e numerum, cuius logarithmus hyperbolicus = 1, erit per seriem infinitam 


„ ^ , alx , ccailxf 

^ =1 + T +tV- 


+ 


1-2-3 


a^ilxY 


"b etc. 


hincque colligitur fore 

b+ («« - ^/3) + («■ - + '‘<=- 

quae series per multiplicata et integrata ob 

^ i X = 4 ; 1 • 2 • 3 • • • 

(ubi signum superius valet, si n est uuraerus par, inferius, si impar) praebet 

2 * 
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posito x = l sequentem seriem 


a — ^ 


2““" 


+ 


3 " ^ 



?‘. + 0te. 


quae series manifesto praebet 

^ (1 + «) — ”1" ~ ^ |3 q. 1 ■ 


12. Quo valor huius formulae succinctius exprimatur, loco a ot scri- 
bamus a — 1 et /? — 1, nt habeamus 



Quodsi ergo sumamus a = e“ et /3==e”, nanciscemur sequentem intogratioiioiu 
satis concmnam 



13. Investigemus nunc integrale huius formulae dilFerontialis 

• dx x"—xfi 

xlx l + iC® ’ 

et cum sit 

= 1 — 4- a;®” — a:®” a;^” — etc., 

coUigitur bine integrale quaesitum 

j a j cc -{-n j a 2n cc-^Zn , , 

4 “ * ?+^ + ' ?+S - * ?+ S + • 

unde nanciscimur sequens theorema: 


Ista formida infegralis 


THEOEEMA 5 


dx — aj* 


/ dx X 
xlx 1 


+ a^ 


a f^miw x = 0 usque ad temmum x = l externa semper aequatur huic for- 
mulae logarithmicae 


, a j3 + w + u + in 


- 1 . 
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68—69] 

14. Cum igitur alibi demonstraverim huius producti in infinitum con- 
tinuati 

a c + ffl + 7c c a + 2lc c + & + 27« 
h c Of "b ~\~lz c o -\-lc 7>-|-27c c o ’2, fc 

valorem aequari huic expressioni 

h-k 

a — h ^ 

applieatione ad nostrum casum facta erit 

a = a, h = c = n, ^ = 2% 
hincque valor nostri producti infiniti 

/? — 2 w 

_ 

(x — 2n ^ 

quae ambae formulae integrales a termino z = 0 usque ad terminum ^ = 1 
sunt extendendae; atque bine colligimus sequens theorema: 


THBOREMA 6 

Ista formula integralis 

/" dx x“ — a^ 

J xix 1 4- 

a termino a; = 0 usqxie ad terminum x = l extensa aequalis est huic valori 


existente 

dum scilicet etiam hae formulae integrales posteriores a termino 0=^0 usque ad 
terminum = 1 extenduntur, 

1) Vide L. EuXiBRi Oomnientationes 59 et 122 (indicis Enestroemiani): Theoremata circa 
reductionem formiilarum integralium ad quadrafuram circuU, Miscellaaea Berolin. 7, 1743, 
p. * 91 , et I)e productis ex infinitis factorihus ortis, Commeni acad. sc. Petrop. 11 (1739), 1750, 
p. 3; Lkonmamdi Euleri Opera omnia^ series I, vol. 17 et 14. A. G. 
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-71 


15. Sumamus igitur « = 1, ut formula nostra integrals fiat 


f 


dx x^ — x^ 

/VI 7 Art 1 —L. 


ac turn erit 


et Q=fdz{l — zz)'^, 


unde pro a et /? sequentes casus evolvamus. Sit primo « = 2 et /if == 1 ; ent 
P = Asm.2 = f et Q^z==l ideoque |=f , tinde colligimus fore 


/ 


dx x — l 
lx x + 1 



16. Sumamus nunc «==3 et /3 = 1, ut fiat iq-a, nitieque 

formula nostra integralis erit cuius valorem novimus esse =/2; 

at vero ex formula nostra general! erit 


P = 


et 




y{i-$s) 


At vero per reductiones notas est 


sicque erit 


r zzdz _ 

J y(i—zz) 

^ = - f — ' 

^ 2 ^ y(i 


/ 


d0 

y{i-zz) 

1 jt 

~ 2 2 ’ 


unde fit 


— 2, qui valor perfects congruit cum ante assignato. 


17. Quoniam in quantitate P non occurrit exponens a, in altero vero Q 
tantum a occurrit, superius theorema ita in duas partes distribuere licebit, 
ut sit 


et 


r dx a:“~‘ 

J lx l-\-x^ 

r dx xfi~'^ 

J Ix'l+x^ 


a-~~2n 

C—l f/'-'^dz(l — z^”) 


G—l fzr-'^dz{l~z^”) 


-3n 

2n 


ubi G denotant certam constantem, quae autem in differentia duarum huius- 
modi formularum integralium e calciilo egreditur. 
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18. Possumus etiain nostram formulam integralem principalem 



ita transformare, ut in ea exponentes infiniti occurrant, quae ob boc ipsum 
attentione non indigna videtur. Denotet igitur i numerum infinite magnum, 

X 

et quia lx ita exprimere licet, ut sit lx = i(x^ — 1), formula nostra banc 
induet formam 

ix(z' —l) ^ 

X 

Nunc igitur ad exponentem fractum tollendum statuamus x^=^, ut sit x = i 
bincque ~ ; turn vero et af* = et quia adbuc iidem termini 

integrationis babentur = 0 et z = l, bine sequens tbeorema resultat: 


THEOREMA 7 

Denotante i numerum infinite magnum ista formula integralis 




z{z — l) 

a termino z~0 usque ad terminum z = l extensa semper aequalis est huic vnlori 

Z 


19. Cum sit 




z—l 


^“<-2 4 - » 4 _ + etc., 


erit 


r z‘'U 
J z(z- 


= ^ L ^ -I ?■ 1 U etc. + C 

j(z — l) ai — 1 ai — 2 ai — ‘d ut — i 

eodemque modo erit 

f I L--. -i. X- — X 1 _ etc. + C, 
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[72—73 


unde patet differentiam harum duarum serieruni esse I j ; ita si fuerit a — 2 
et /? == 1, prodibit ista integratio 


J g(0~l) 2i — l 2i—2 2i — 3 ii — i' 


+ i’ 


quoniam sequentes termini per seriem posteriorem tolluntur. Constat autem 
Indus seriei summam esse 12. 


20. Plurima adimc alia consectaria ex ista integratione inemorabili 
deduci possent, quibus autem Me non immorabor, sed potius ipsam analysin, 
quae ad hauc integrationem perduxit, accuratius perpendain. Consideravi 
scilicet potestatem a;” cuius exponens u pro lubitu sive ut constans sivo nt 
variabilis spectari queat, et cum sit 


/ 


x’‘dx 

X u ’ 


ideoque si. post integrationem suniatur a; = l, erit = 

ergo fiindamentum constituat, unde sequentia deducemus. 


quae formula 


21. Hanc Mm formulam per du multiplicatam integremus spcctata x nt 
constate, et quia smnma/r-^a _ g, tnm vero constat hano intcgrationciu 
ab altera, nbi x erat variabilis, non turbari, babebimns nunc istani integrationom 

y rfj *““*'*+ si, 

ooastaiein per integrarionem ingressam, quae igitur e medio 

mm^L u ^ subtrabamns; undo si prime 

SSruli;''; united, an,., s, 

prodibit nostra forma principalis initio commemorata 


I 




gredinr'““ -tegraU/lg*._ Pterins pro- 

greiamur, q„a per multipHcata et ex sola variabilitate ipsins a integral 
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73 — 74 ] 


ob J" x“ du = ut ante perveniemus ad istam integrationem 

f ^ 'f " + jB = ulu — %(,-{- Au + J5, 


ubi ergo teruas formulas particulares inter se combinari oportet, ut ambae 
constantes A et B ex calculo deturbentur; quia autem loco A scribere licet 
At + 1, erit 



a:“ =; ulu + + B. 


23. Quodsi iam denuo per du multiplicemus et integremus, mutatis litteris 
constantibus, quo formula concinnior reddatur, reperiemus 


h 


dx 

'.'(fxf 


,a:"= — + Auu + Bu + C 


eodemque modo ulterius 


f 

J xilxf"^ 

/ dx 

x(lxf^ ~ 


— u^lu -f- Au^ Buu -j- Cu jD, 

6 

yf’ly, — |— Auf‘ Bu^ -f" Cuu — |- jDu E 


etc. 


Unde intelligitur continuo plures casus particulares invicem coniungi debere, 
ut omnes quantitates constantes A, B, C, J) etc. ex calculo expellantur. 


24. Hoc igitur modo evolvamus formulam § 22 inventam et exponent! 
u tribuamus bos tres valores a, /? et y, ut obtineamus istas tres formulas 

HI- + + 

Leohhabdi Eulbki Opera omnia lie Commentationes analyticae 3 



SPEOTTLATIONES AEfALtTICAE [74- 

18 — 

unde eliminando B dnas hasce nanciscimur aequationes 

I_n = «Za-/3?|5 + -4(a-/?) et H - HI = /3^/^ - Th 

(1 - n) (/? - f ) - (11 - in) (a - 

= {^-r) ala - i^-r) m - (« - + (“ - 


quae reducitur ad hanc 

I(^ _ j,) 4- II^ — a) + III(a — /?) = (/3 — r)«^« -{-(y — a)^l^ + (« (^)Yh'- 


25. Hinc igitur pro formulis ad istud genus referendis const, ibiuMH; potorinius 
sequens theorema fundamentale: 


THBOEEMA 8 

Ista formula integralis 

/ +(r- «)^+ (« - ^0 

a t&rmim a: = 0 usque ad terminum x — 1 extensa semper aequalis est huic valori 
{^ — y)ala-{-(y — a)^l^+{a — ^)yly. 


26. Circa hanc formam imprimis notasse iuvabit fonnulara 
(jS — y)x“ (y — a)a;'*-l- (a — ^)x'' 

non solum per x — 1 esse divisibilem, sed etiam per (a: — 1)®; prius indo patet, 
quod posito a: = l fit + / — « + « — /3 = 0, posterius vero, quod eius 
etiam differentiale posito a? = 1 fit «(/? — y") + /?(;' — a) + j/(a — /?)■=•(), id 
quod natura rei postulat, quia in denominatore (j-xj posito a? =» 1 continetur 
qnadratum quantitatis evanescentis. 


27. Quo vis huius integrationis generalis clarius perspiciatur, casum evol- 
visse operae pretium erit, quo ponitur a = n-|-2, jS==w-j-l et quando- 

qnidem obtinebitur ista integratio 


I 


— 1)^ 


QxY 


{n + 2)l{n + 2) — 2(w + + 1) + nln 


Jn + 2 )” + ®«” 

^(» 4 l)f(»+‘)' 
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28. Tractemus eodem modo formulam integralem gradus tertii, in qua 
occurrit (}xf, tribuendo exponenti u quatuor valores a, /?, y, d, unde oriuntur 
sequentes aequationes 


I. 

II. 

HI. 

lY. 


= + J5a + (7, 

/ + 

I + ^YY + By ^C, 

+ J5d + (7. 


Atque hinc erit primo 


unde fit 


I _ n = ^aala - + A{aa — + B{a - /?), 

Z Ji 


I- II 
a — /3 




Eodemque modo erit 


II -JII 
§-7 


— yyly 
■2{p-y) 


+ A(^ y) -{- B, 


quarum formularum differentia dat 

I -II II— III accla—^^l^ ^^l^ — yyly ^ 

cc--^ ^-y~ 2(^-2/) 


qua per a — y divisa prodit 

^ __ rJJll ^^ip-yyly , ^ . 

la — p)(cc—y) (p — yy(cc-y) 2 (a — /3) (a - y) 2(p — y)(u - y) 

eodemque modo erit 

II — in III-IV _ ^^l^-yyly yyl y-SdU . 

(^-rK/3-d') ’(jy-S){^-d) 2(p'AyXli-S) 2(y-<l)(^-d)"^ ’ 
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quas postrema a superiori sublata relinquit 

i_n n-m n-ni iii-iv 

{a-^)(a-y) (j3-y)(«-7') “ ^) 

uaU-§m ^m-vv'^y m-yy^y yyly-<sm . 

— 2(a-i3)(«-7) 2 (^-y)(cc-y) 2 (^-y)(P~d')^ 2 (y -S)(^-d)’ 

sicq^ue iam omnes tres constantos .A, B, C sunt elisae. 


29. Quodsi iam singula huius aequationis membra evolvantur et tam 
secundum numeros I, II, m, IV quam secundum formulas aala, yyly, 

§Sld in ordinem disponantur, obtinebitur sequens aequatio 

I , Tija-s) ni(tt -d) , iy{u-8) 

(a-/3)(a - y) (/3 - a)((3 (y- cc){y ~ W(y - (8-a){8 — (i){d' - y) 

aala (a — d)^^l^ . i!^~^)yy^y i {a- 8)8818 

2{a~ §){a-y)'^ ‘2(^-a)(§-y){^-8y 2(y-a)(y-^^){y-S)'^ 2{d~a)(8—(}){d-yy 

quae aequatio per a — 8 divisa ad pulcherrimam uniformitatem reducitur; quo 
facto sequens nanciscimur theorema ad hunc casum accommodatum: 


Ista formtda integralis 


THBOKBMA 9 



I a/ 

(a-i3)(a-y)(a-A) {^—a)(§Ayj(^^ 8) 

^ I 

(y-a)(y— /J)(y— {8—a)(8 — p){d—y) 


a termim x — 0 usque ad ferminum x = l extensa aequatur sequenti formulae 

«A,a 

2(a-^)(a-y)(a-8) 2(^-aj(p-y)Jfi:::^) 

_) nh I 8818 

^2{y-a){y-^)(y-8) 2{8-a)(8-/3)(8-y)' 

Ex qua forma perspicitur, quomodo ad casus magis compositos facile 
progredi liceat. 
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30. Ad hunc modum etiam praecedentes casus repraesentare operae pre- 
tium erit. Ita pro divisore lx habebimus sequentem formam integralem 

r dx / x“ . a;/* \ la l(i 

J xlx\a — — a — — « 

Doinde tbeorema § 24 allatum ita referetur 


r dx / 

' JL 

X? 



.(a— ^)(a — yV (^- 

-a){^—yy 

1 

1 

L 


ala . . yly 

'(a — f) {a - y) 03 - «) (/5 - r) (y - “) (3 — ^) 


atque istam formam sequitur ilia, quam in tbeoremate ultimo retulimus. 


31. Nunc igitur boc negotium in genere expedire poterimns pro quacunque 
potestato ipsius lx, quae in denominatore formulae integralis occurrit, cuius 
exponens sit ~n — 1, ut numerus membrorum fiat = w; turn igitur accipiantur 
pro lubitu numeri a, /?, y, d etc., quorum numerus sit = n, et quaerantur bine 
sequentes valores 

% = {a — jd) (« — y) (a — d) (a — i) etc., 

58 = (/3- a) - d) - i) etc., 

= (f — «) O' — /?) O' — d) (/ — e) etc., 

® = (d— «) (d — /3) (d — /)(d — b) etc. 
etc., 


turn vero ponatur etiam brevitatis gratia boc productum 

l-2-3-4-5---(w-2) = N 

atque obtinebitur sequens forma integralis generalissima 


' J_ ■ 


NSD 


■ etc.. 


ubi notandum casu % = 2 lore JV^l. 
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iiU .. . 

32. Ad haec uberius illustranda meminisse iuvabit me iam pridem') nisigne- 
theorema arithmeticum demoestrasse circa buiusmodi fractiones ^ +etc., 

qnormu namerus sit at ante = n, abi osteadi omnes sequentes l(.nnnhis n.bilo 

aeqaari: ^ 

T + + etc. == 0, 

TT — 0 , 

31^35-^6 ® 

TTi ^ 4 - 4- ^ + etc. = 0, 

lY ^+^ + ?! + J+ etc. = 0 


donee perveniatar ad potestatem exponentis n — 2', at vero sumto exponeiitcs 
= « — 1 semper fore demonstravimas 

a + 33 “'“^6 ■ 


1) Vide epistolas d. 25. Sept, et 9. Nov. 1762 ab Eulero ad Cait. (ioi.miAcir Kcripias, 
Gorrespondance math, et phys. puMee par P. ff. Fuss, St.-Petersbourg 1843, 1. 1, p. 059 ct f)fi3; 
Leoneardi jEjUleri Opera omnia ^ series III. Yide porro L. Eui^eri Insiitufioniirn calCMli utf&fralis 
voL 11, § 1169, Petropoli 1769; Leoneardi JSuleri Opera omnia, series I, voL 1!2, p. B4 L Vi<le 
praeterea Euleri Oommentationem 794 (indicis Enestrobmi ani) : Theorema aritlemdicKm eiunque 
demonstration Comment arifJim. 2, 1849, p. 588; Leoneardi Euleri Oj)era omnia, series 1, voi. 6. 

A. a. 



DJi INTBGEATIONE POEMULAE 


j 


- dxlx 
V{1 — xx) 


AB^-0 ad = 1 EXTENSA 


Commentatio 499 indicis Enbstrobmiani 
Acta academiac sckutianun Petropolitanao 1777: II, 1780, p. 3—28 


1. MetlioduH maxime naturalis huiusmodi formulas J'pdxlx tractaiidi in 
hoc ccmsistit, ut eae ad alias huiusmodi formas fqdx reducantur, in quibus 
littora, (} sit functio algobraica ipsius quandoquidem regulae integrand! 
})<)tissiunun ad tales formulas sunt accommodatae. Huiusmodi autem reductio 
nulla prorsus lal)orat difficultate, quando functio p ita est comparata, ut 
iiit(igra.le fpdx algebraice oxhiberi queat. Si enim fuerit Jpdx = P, ita ut 
formula, proposita sit j"dFlx, ea sponte reducitur ad hanc expressionem 

rPdx 

/ jPdx i. 

est per- 

ductum. Quando vero formula J" pdx integrationem algebraicam non admittit, 
quemadmodum evenit in nostra formula proposita talis reductio 

successu penitus caret. Cum enim sit ^ reductio daret 

A. sin. xlx— A sin. a; 

Jyi-xx ^ ® 

sicque post signum integrationis nova quantitas transcendens A sin. x occur- 



24 BE INTEGEATIONE POEMULAE a; = 0 AB a; = 1 KXTENHA 

reret, cuius integratio aeque est abscondita ac ipsius proposiluo. (juare 
nuper smgulari metliodo invenissem esso 


(*u,ni 


I: 


dxlx 


]/(l —xx) 


ab x^Q' 
ad x^l. 


7C 


12 , 


expressio integralis eo maiori attentione digna est censeiula., (jiiod eius iii- 
vestigatio neutiquam est obvia; unde operae pretium esse duxi <nuH vcvritatcnn 
etiam ex aliis fontibus ostendisse, antequam ipsam methoduin, (juae mo 0,0 
perduxit, exponerem. 


PRIMA DEMONSTEATIO INTEGRATIONIS PROPOSITAE 

2. Quoniam hie potissimum ad series infinitas est rocurrondum. formula, 
autem lx talem resolutionem simplicem respuit, adhibeamus substitutiomnn 
Y(l—xx) = y, unde fit x = yi — yy hificque porro 


lx = — 


yy 

2 



8 


— etc. 


hoc igitur modo formula integralis proposita 
sequentem formam 


r dxlx 


Vi- 



tranaformatur 


ill 


ubi, cum sit y = ]/(! — xx), notetur integrationem extendi debere ah 1 
usque ad y = 0; quare si hos terminos integrationis ponmdan' velimus, 
signum totius formae mutari oportet. 


3. Quo autem minus tali signorum mutatione confundamur, designemus 
valorem quaesitum littera S, ut sit 


d dxlx 

"ab ii! = 0“ 

' Yl —XX 

_ad x=l_ 


alqae feda sabsUtatione habebimus, uti modo .no,„u,„„», 



ab y 0"" 
_ad 1 / «"» 1_ 



■’5] 
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8ul) his autc'iu iniogriitioiiLs termiiiis, scilicet ab y^O ad y = l, iam satis 
iiotiuii osii sijigulas paitos, (juae liic occurrunt, ad seq^uentes valores reduci: 


/ 

/ 

I 

/ 


yydy 

Yil-yy) 
y^dy 
y(l~yy) 
y^Uly 

V{i--yy) 

i/dy 

-]/{!— yy) 

i/^dy 
]/(.l —yy) 


1 7 t 

2 2' 

1 - 3 It 

2- 4 2' 

1 • 3 • 5 ^ 
2-4-6 2’ 

1 - 3 - 6 -7 a 

2- 4-6-8 2’ 
1 ■ 3 ■ 5 - 7 • 9 

2 • 4 • 6 • 8 ■ 10 


% 

2 


etc., 


iibi niminnn ost * 
2 

peri pbo ria.i n ci rculi . 



" <hi 
V' 1.1 — yyY 


ita ut 1 :n exprimat rationem diametri ad 


4. Qiiodsi ergo singulos istos valores introducamus, pro valore quaesito 
*V impetrabirnus sequentom serieni iiifinitam 


/S' 





1- 3 ■ 1 ■ 3 • 5 . 

2 - 4 ®'*" 2 - 4 • 6 *”'' 


1 • 3 • 5 ■ 7 

2 .'^Te .8* 



sicqiMi mine totum negotium eo est reductum, ut istius seriei infinitae 
Huinina itiv<‘s(igetur; qui labor fortasse baud minus operosus videri potest 
quam id ipsum, quod nobis exsequi est propositum. Interim tamen ad 
cognitionem sumrnao buius seriei baud difficulter sequent! mode nobis per- 
tingere licebit. 


1 - 3-5 


2 !® + etc., 


f). Cum sit 

^ 1 _ 1 _ ^ _L ® 4 . 

‘^ 2 ^^^ 2 . 4 ^ ^ 2 - 4-6 

si utrinque per multiplicomus et integremus, obtinebimus 

J «i/i - « hhi‘ 

Leoihaebi K01.1MH11 Opera omnia lis Commentationes analyticae 
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sicque ad ipsam seriem nostram sumiis perducti, cuius ergo valor iiua,eri 
debet ex hac expressione — integral! scilicet ita, sumto, ut eva- 

nescat posito ^ = 0; quo facto statuatur 2 = 1 ac prodibit ipsa, stvries 


— _L JlL-, _L ^ 
23 + 2 • 4^ ^ 


3-5 , 1-3-5-7 , 

2 - 4-62 + 2 - 4 - 6 “ 8 '+ 


. Hoc igitur modo totum negotium perductum est ad istam forruulaui inte- 
gralem quae posito yi—20 = v transit in hauc forinain 7 

cuius integrale constat esse 

1 Z ^ 

2 l—v y (^ — 

Quodsi loco V restituatur valor Vl—zz, tota expressio, qua indigcwuus, ita 
se habebit: 


h--l^^j—--l0+(]= G-l(\ + |/i 

ubi constans ita accipi debet, ut valor evanescat posito g = {), ideo(juo orit 
C= 12 . Quamobrem posito s = l summa seriei quaesita orit It hiii<‘qu<^ 
valor ipsius formulae integralis propositae erit 


A 


dxlx 


y(i—xx) 




% 


It, 


prorsus uti longe alia methodo inveneram, ex quo iain satis intolligitur 

istam veritatem utique altioris esse iudaginis ideoque attentiono (b'ometra- 
rum maxime di gna,Tn 


ALIA DEMONSTEATIO IHTEGRATIONIS PEOPOSErAE 
6 . Cum sit — ^ 

^ ^ ' V-/AWAJJ A iiiiiii III i^.ri’iiHi r*/«n n ^ ^ 

Xy poniiinus 
d(p, atque facta hac 


elementum arcus circuli, cuius sinus 
istum angulum = g>, ita ut sit a;= sin.y et 


dx 

sul»t.taw .alor quantiMs s, ita 
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Cuiii (vtiiin ant(^ termini fuias(3iit aj = 0 et a:=l, iis rmnc respondent 95 = 0 
('t -=!)()'' sive Hie igitur totuni negotium eo redit, ut formula 

/sin. (/) coininode in aerieni inliuitam convertatur. Hunc in flnem ponamus 
/sin. (/I === .s eritque == Novimus autem esse 

sin. <f> ^ ^ + 2 sin. Q(f + 2 sin. 89) + etc. 

Bi cnitn ntrimpie per sin. 93 mnltiplicemus, ob 

2 sin. n(p sin. <p = cos. {n — l)(p — cos. {n + 1)91 

uti<in6 prodit 

cos. (p cos. <p -{- cos. 39) + cos. 59) 4- cos. 79) + cos. 991 + etc. 

— cos. iUp — cos. 59) — cos. l(p — cos. 99) — etc. 

.I(a.c igitur serie pro in usum vocata erit 

s (/ — COS. 29^ -- cos.d^ — COS. 6 9 ) — ^ cos. Sep — ^ cos. IO 9 ) — etc., 

ubi, cum sit s«’ /8in.9) ideoque s*=0, quando siu.9 = l ideoque (p==^, 
constantiem € ita detiniro oportet, nt posito 93 = *- == 90® evadat s = 0, ex 
quo colligitur fore 

(/« _ 1 -p 4. i _ I 4 etc. == — n. 


7. Cum igitur sit 

111 

I sin. 9) — 12 — COS. 29) — ~ cos. Aep — -- cos. 69 — - cos. Sep — etc., 


erit valor formulae propositae 


J'deplsm. (p — C — (pl 2 — ysin.29) — ^ sin. 4 9) — —sin. 6 93 


~ sin. Sep — ~ sin. 10 93 — etc. ; 


4* 
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quae expressio cum 


evanescere debeat posito (p = 0, coiistims hie iiigrossa 


erit 0=0, ita ut iam in genere sit 

^ 2 sin. 2 ffi 2 sin. 49) 2 siu.r)f/' 2 sin. 8 g) 

= 4,^- - 8'^ 

■ 2 sin. 10 9 2 sin. 12 f 

10 ® ' 12 ® 


Quodsi iam Me capiatur = 90“ = " , omnium angulorii.n 2<p, 4(p, G(p, 
8(p etc., qui Me occurrunt, sinus evanescunt ideoque valor quaesitus erit 


S_/<iy!sm.y - - 8 '®’ 

quemadmodum etiam in pripre demonstratione ostendimus. 


8. Ista autem demonstratio praecedenti ideo longe antecellit, quod nobis 
non solum valorem formulae propositae exMbeat casu, quo cp = 90“, sed etiiirn 
verum eius valorem ostendat, quicunque angulus pro (p accipiatur, id quod 
ad ipsam formulam propositam transferri poterit, cuius adeo valo- 

rem pro quolibet valore ipsius x assignare poterimus. Quodsi onim istius 
formulae valorem desideremus ab a; = 0 usque ad » = quderatur angulus a, 
cuius sinus sit aequalis ipsi a, atque semper habebitur 


A 


dxlx 


1/1 - 


■XX 


at a; = O' 
.ad X 


01 

aJ 


al2 — 


2 sin. 2 a 2 sin. 4 a 


2 ® 


4® 


2 sin. 6 a 
6® 


2 sin. 8 a 


etc. 


Unde patet, quoties fuerit « = y denotante i numerum integrum (|m'.inc.uii- 
que, quoniam omnes sinus evanescunt, valorem formulae his casibus finite ex- 
primi per —^12] aliis vero casibus valor nostrae formulae per seriem infi- 


nitam satis conctnnam exprimetur. Ita si capiatur a 
valor nostrae formulae erit 


ya' 


ut sit a 


7t 

4 ’ 


-12- 


4"" 2® “^ 6® 10® ' 14® 18* 

quae series elegantius ita exprimitur 


6® 


2 , J A. 1 „2,_ etc 


-^12. 


-1. _|_ ..L 
3® ^ 5® 


7® ^ 9® 


_i 

11® 


-f- etc.^ , 
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* ^ y(i — «.») 

vsicquo liic oc.cun'it) series satis memorabilis 

( 1 I 1 1,1 1 , j. 

1 + etc., 


c.uius Huinmtim nullo adliuc mode ad mensuras cognitas revocare licuit. 


9. (^noniani tu.Tn ogregia series hie se quasi praeter exspectationem ob- 
tulit, etiam alios ca,sas evolvamus notabiliores sumamusque « = {-, at sit 
a 90" = ^ , atque nostrae formulae hoc casu valor erit 




12 


]/:! 

2“ 


1/3 
■ 4* 


_i_ ^ “ 4- 

T" q5} » J02 


ys 

S'* 


1/3 _ 1/3 
14^' 16" 


"d” etc., 


quae t^xpressio ita (ixhiberi potest 


3t 

6 



1 

4" 


1 j_ 1 j_ i _ -1 

JS i" 72 “T g2 102 



ill qua serie ((uadrata multiploruni ternarii deficiunt. 

Sumamus nunc simili modo a = ut sit a = 60" = j, ac valor nostrae 
formulae hoc casu prodibit 



sive hoc modo exprimetur 






ADHUC ALIA DEMONSTRATIO INTEGRATIONIS PROPOSITAE 


10. Introducatur in formulam nostram. angulus cp, cuius cosinus sit -x, 
sivo sit »«co8.g) et formula nostra induet hanc formam -jdcpUos.cp, 
quod integralc a ^ - 90" usque ad y = 0 erit extendendum. Quodsi autem 
hos terminos permutemus, valor 8, quern quaerimus, ita exprime ur 


S = j'd(p I cos. (p 


ad 


gp « 0 
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^ «/ yji^xx) " 


Ut Me lGos.(p in seriem idoneam convertamus, statuamus ut ante s = l cos. cp 
eritqne ds = — Constat autem per seriem esse 

= 2sin.2ffi — 2sin.4ffl + 2 sin. 6® — 2 sin. 8® + etc. 

COS.9D r T T T 

Cnm enim in genere sit 

2 sin. cos . (p = sin. (w + l)(p sin. (n — 1)^ , 
si utrinque per eos.9 multiplicemus, orietur 


sin.9p = sin.39) — sin.59) + sin. 7q3 — sin. Q(p + etc. 

+ sin. f — sin. 3^) + sin. 5(p — sin. 79? + sin. 9 y — etc. ; 

quare cum sit ds = — erit nunc 

COS. gp ^ 

^ 2 (p cos. 4 y ^ cos.6y cos. 89 , cos. 10 g? ^ 

"^1 2 3 4 ^ 

Quia igitur est s = Z cos. cp, evidens est posito (p = 0 fieri debere s =» 0, unde 
colligitur 


sicque erit 


0 1 + i — iq-i_i_|.etc. = — Z2, 


icos.ffi = — Z2+ 

T T J 2 ^ 3 4 T etc., 

quae series dncta iix d(p et integrata praebet 

S=Jd<plcos.(p = C—^l2'j-^^^^ — ^3:^_L _ ?M.893 sin.l()95 

2 ■ 8 ~ 18 32 50 

quae expressio quia sponte evanescit posito ^ = 0, inde patet fore 0^0 
Sicque habebmus ^ 

cos.9) = — + j_sm.69) sm.8g> , sin. 10® , \ 

2 V 1 2» ^ s'®" ^ ““4*“ H P" — Otc.j . 

Sumto igitur y = |. = 900 oritur ut ante 8~~^19 . 

hinc intAovaU o 1 • . ^ Praeterea vero etiam 

Mnc mtegrale ad quemvis terminum usque extenders licet 
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IL (JiiodBi to null] am. postoriorom. a praecodontG subtrahamns, adipisce- 
inur in genoro lianc integrationem 

Jd(j)l tang, (f — — sin. 2 (p — - ^ — "^2 sin. 1099 — etc., 

unde patet hoc intcgnilo evanescere casibus 9 = 90 ® et in genere (p = i^- 
Postiquani igitur istam integrationem triplici mode demonstravimns, ipsam 
analyBiUj quae me primum hue perduxit, hie dilucide sum expositurus. 

ANALYSIS Al) 1 .NTEQBATI 0 NEM FORMULAE 

^ y 1 — XX 

ALIARUMQUE SIMILIUM PBRDUCENS 

12. Tota haec analysis innititur sequent! letiamate a me iam olim‘) 
demonstrator 

Posito brovitatis gratia 

(1 _a;«y “ = A 

si bine duae formulae integrales formentur 

fXx"-U'x, et fXa^‘-Hx, 

quae a tormino x =»■- 0 usque ad terminuin, x — 1 extendantur, ratio horum 
valorutn so(juenti mode ad productum ex infinitis factoribus conflatum reduci 
potest 

fXx>'-Ulx _ im+p)q (»i+p + n)((j[ + n) (m + p-+ 2n){q + 2n) , 

' J Xx‘-Hx p{m + q) {p + n){m + q-\-n) (jp + 2»)(w + g + 2Mj 

ubi scilicet .singuli faertores tarn nniue.ratoris quam denominatoris continue 
eadem (piaul, italic n augentur. Hie autem probe tenendum est veritatem 
istius lemmatis subsistere non posse, nisi singulae m, n, p et q denotent 
nunuu-OH positivos, quos tamen semper tanquam integros spectare licet. 

1) Tide L, Eolbri Oommentationem 122 (indiois Enbsthobmiani): Be productis ex infiniUs 
factoribm ortis, Oommont. acad. so. Petrop. 11 (1739), 1760, p. 3; LsomARDi Enimi Opera 

mnuhi^ aiirios I', vol. 14 . A. Q*. 
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13. Circa has duas formulas integrales a termino a: = 0 usque ad a; = 1 
extensas duo casus imprimis seorsim notari merentur, quibus integratio actu 
succedit verusque valor absolute assignari potest. 

Prior casus locum habet, si fuerit p = n, ita ut formula sit J Xx- dx. 
Posito enim oif = y fiet 

m—n 2 

X = (1 — yf^ et x'^-^dx = ^dy 


m~n 

sicque ista formula evadet ^fdy(l — y)~^ pariter a termino y = 0 usque 
ad ^ = 1 extendenda, quae porro posito l — y = ii abit in hanc formulam 

— a termino usque ad ^ = 0 extendendam; eius ergo inte- 

grale manifesto est — unde facto z — 0 valor erit = • Conse- 

o nfi m 

quenter pro casu p = n habebimus 


y Xx’'~^dx 


”ab X — 0~ 
_ad a; == 1_ 


m 


sicque, si fuerit ve\ p = n vel q==n, integrate absolute innotescit. 


14. Alter casus notatu dignus est, quo p = n — m, ita ut formula inte- 
granda sit J^Xx''~’'‘~^dx; turn enim si ponatur !r(l — aj") " sive ^ ^y, 

il-x”)” 

posito a; = 0 fiet y = 0, at posito x = l fiet «/ = cns ; turn autem erit 


yfi-m _ 








unde formula integranda erit Cum igitur sit — i^y, erit 


Tiiide coUigitur 3 ^ = ^^ 
differentiatio praebet — = — 

a; j/(l -f 2/*^ ’ 

mt^randa erit 


(1 - a*) ” 

n ideoque nlx==nly — Z(l-|-^”), cuius 
quo valore substituto formula nostra 



1 + y" 


a termino f = 0 usque ad = extendenda, quae formula ideo est notatu 
digna, quod ab omni irratioualitate est liberata. 
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15* Qooniaoi igitur hoc casu ad fonaulam rationalem sumus perducti, 
6x olonioiiiis calculi intogralis constat oius integrationem semper per loga- 
rithmoB ct arcus circulares absolvi posse; turn vero pro hoc casu non ita 

pridoin^) ostendi hui us formulae integrale ab a; = 0 usque ad a; = cso 

oxtoiisum reduci ad valorem — — . Facta igitur applicatione pro nostro 

casu liabebimus ” 


ryn-m-t^y 

J 1 +> 


(n — m)7c 

n sxn. ^ 

n 


tpuimobrem pro casu p = n — m valor integralis sequent! modo absolute ex- 
prirai potest eritque 


J Lad x=l 


quod idem manifesto tenendum est, si fuerit q = n — m. 


16. His praemissis ponamus porro brevitatis gratia 

r Kx^-H'x r ^ = p et r xx^-hx ® “ j] == ^ 

J Lada;»=lJ J Lada: = lJ 

atque lemma allatum nobis praebet hanc aequationem 

P ^ (w +^) 2 . + P + «) (S + «) . (w + p+2 w )( g + 2M) _ 

Q 'pim + g) (p + «)(»w + g+w) (jP + 2n)(jw + g+ '2wj 

Hinc igitur sumendis logarithmis deducimus 

ZP — — Z(jp-f-2w) -f- etc. 
-\-lq — ^(w 4"S')+K2'+^) — Z(w+9' + w) + — ^(w+g'4-2%) + etc. 

haecque aoqua, litas semper locum habebit, quicunque valores litteris m, n, 'g 
et q tribuantur, dummodo fuerint positivi. 

l) Vide InstiMitionwmi calculi integralis vol. I, § 351, Petropoli 1768; Leonbarm Euleri 
O pera omnia, series I, vol. 11, p. 222. A. G. 

Lsokbakm jEomm Opera omnia I is Commentationea analyticae 
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34 DE INTEGRATIONE formulae j 

17 Cum joitur haec aeqnalitas in genera snbsistat, etiam veritati orit 
consentaea, qnlndo qnaepiam harom litterarnm m », p et i inamte pamm 
immntantnr aire tanqnam variabiles spectotur. Hanc ob rem conaideremna 
aotoi qnantitatem p tanquam variabilem ita ut reliqnae htterjuj ,u n et s 
maneant constantes, ideoqne etiam quantitas Q erit constons, dum alteia 1 
rariabitni; ex quo differentiando nanciscemur hanc aequationem 


^ 4- 

P m+jp p to+jP + w 


+ 


dp^ 
jP 4“ ^ 

_JjL^ 

m+i?4"3w i> + 3^ 


dp 


I # 

»i+ p+‘2n 
— 1“ ©tiC. j 


P 4” 


ubi totum. BGgotiuiD. 60 rsdit, qiiGmadnioduDi dififerontialG fonxiuLiG 1, 
est integralis, exprimi oporteat. 


18. Cum igitur P sit formula integralis solam quantitatem x tanqiiain 
variabilem involvenSj quandoquidem in eius integratione exponens j? ut con* 
stans tractari debet, demum post integrationem ipsam quantitatem P tan- 
quam functionem duarum variabilium a; et p spectare licebit, unde quaestio 
buc redit, quomodo valorem hoc charaetere (|D exprimi solitum iuv('.stiga)-i 
oporteat; qui si indicetur littera II, aequatio ante inventa hanc induet 
formam 


n 1 1 1 

P m+p p ' m+p-Yn 


+ 


p + n m-{-p-\-2n p-\-‘2n 


”1* etc. 


Hanc vero seriem infinitam hand difficulter ad expressionem finitana revocare 
licebit hoc mode. Ponatur 


w-fP m’\’P + n p~-\-n^ m+p-^2n 


■4”* 6tc., 


• • TT 

ita ut facto v = l littera s nobis exhibeat valorem quaesitum y; at vero 
differentiatio nobis dabit 


ds 

dv 


, ^+P-I — ^-1 ^w+p+n-l ,^p + n-l ,ym+p + 2n-.l ^ 




-f- 6tc.j 


mm seriei mfinitae snmma manifesto est 




quae formula integralis a ■y = 0 usque ad est extendenda; sicque ha- 

bebimus 

n — lydv "a !; = 0” 

P J 1— _adt) = l_ 


19. Ad valorem autem quern hie littera JJ iudicavimus, investi- 

gandum ex priuci£)iis calculi integralis ad functiones duarum variabilium ap- 
plicati iam satis notum est differentiale formulae integralis P= J‘Xx^~'^dx 
ex sola variabilitiite ipsius p oriundum obtineri, si formula post signum in- 
i,(‘-grationis posita ex sola variabilitate ipsius p differentietur atque 

elementum dp signo integrationis praeligatur; at vero quia X non continet 
p, hie ut constans tractari debet, potestatis vero x^~^ differentiale bine natum 
erit 'iif~^dplx', quamobrem ex hac differentiatione orietur 

dP=dp J'Xx‘‘~^dxlx, 


ita ut tantum post signum integrationis factor lx accesserit, ex quo mani- 
festum est fore 



hinc igitur soquens theorema generate constituere licebit. 


THBOREMA GBNBRALB 

m 

20. Posiio hrevitatis gratia X = (1 — «”) ” si seguentes formulae integrales 
ornnes a termino X’^O ad terminum a3 = l extendantur, seguens aegualitas semper 
erit veritati consentanea 

JXX“-'-dxlx ^ roi^-\ x”‘-l )dx 
JXxP-idx 

Nihil enim obstabat, quominus loco v scriberemus x, quandoquidem isti 
valores tantum a terminis integrationis pendent. 
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V ^(1— a; a) 

21. Hoc igitur modo deduct! sumus ad integrationem huiusmodi formu- 
larum J‘XaP~'^dxlx, in quibus quantitas logarithmica- lx post signmn integi-a- 
tionis tanquam factor inest, quarum valorem exprimere licuit per binas for- 
mulas integrales ordinarias, cum sit 

fXx^-Hxlx ==fXx^-^dx-f 

integralibus scilicet ab x — 0 ad x = l extensis, ubi brevitatis gratia posui- 

mus (1 — X. Hinc igitur pro binis casibus memorabilibus supra 

[§ 13—15] expositis bina theoremata particularia derivemus. 

THEOEEMA PAETICULAEE 1 QUO ^ = « 

22. Quoniam supra [§ 13] vidimus casu p = n fieri J‘Xx’‘~^dx= ^ , hoc 
valore substitute habebimus istam aequationem satis elegantem 

f Xaf-^dxlx = - r 

mj l — x” 

dum scilicet ambo integralia ab a; = 0 ad a: = 1 extenduntur. 


THEOEEMA PAETICULAEE 2 QUO i? = n - m 

23. Quoniam pro hoc casu, quo = supra [§ 15] ostendimus esse 


/ 


Za;"~'"~‘da; = 


% 


^sin 




nunc deducimur ad sequentem integrationem maxime notatu dignam 

f Xaf-^-^dxlx = f »’'-’"-‘(a;”‘- l)dx 

n 

siqmdm ambo intogralia ab ^-0 „aq„o ad *_1 extendantar; ubi 
memimsse oportet esse Z = (1 x’‘)~. 

qaod ia 00 ‘’r’’"’ 

=.Mtrioao*o„Haqam.t., qaoa exgo iadaito modis 
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dumiiiodo singulis ^valores positivi tribuantur, ita ut semper valor huius for- 
mulae iutegi'alis J X;if~''dxl'x, quaxn. ob factoi’em lx tanquam trauscendentem 
spoctari oportet, jxu- formulas integrales ordinarias exprimi queat; quae cum 
sint gemu-alissiina, operae pretium erit nonuullos casus speciales evolvere. 


25. Hoc igitjur casu erit X 
norale ita se habebit: 


I. EVOLUTIO CASUS QUO m = 1 ET = 2 

y - , unde pro hoc casu theorema ge- 

1/ 1 (33^ 


r r?~'^dxlx 
yi—xx 


rx^~^dx rxP-^dx 

l/l — xx J 1 -I- fl! 


si(inidem singula haoc integralia ab a; = 0 ad a; = 1 extendantur. Quoniam 
igitur hie tantum oxponens %> arbitrio nostro relinquitur, bine sequentia 
exompla pcmlustremus. 

EXEMPLUM 1 QUO j) = 1 

2(!. Hoc igitur casu aequatio superior hanc induet formam 




dxlx 

yi — 


r dx _ r dx 

t/ l7l — xr. t/ 1 X 


yi—xx ^ 1 +• 

ubi integralibus ab a; «-= 0 ad a; =»= 1 extensis notum est fieri 


ita ut iam habeamus 


f _ 

et 

J yi — XX 

2 

r dxlx 

"ab * on 

J yi — xx 

„ad iXJ =« iJ 


|42, 


(juae est ea ipsa formula, quam initio huius dissertationis tractavimus et 
cuius voritat(!ni iam triplici demonstratione corroboravimus. 

27. Eundern valorem elicere licet ex theoremate particulari secundo, quo 
orat p — m, siquidem nunc ob n = 2 et w == 1 erit j? == 1; inde enim ob 
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}/l — 


istud theorema praebet 


/ ’ dxlx It C ; 

■j/l — ^ 


dx 
+ a;' 


4-^2. 


EXEMPLUM 2 QUO ji = 2 

28. Hoc igitur casu aequatio superior hanc induet formam 

r xdxlx r xdx _ r xdx _ 

J yi—XX J y'l — XX'd 

Tam vero integralibus ab x — 0 ad x = 1 extensis notum est fore 

h 


xdx 


yi — a;a; 


1 


ita ut habeamus 


/ ' xdxlx 

vT^ 


'ab X — O' 


yi —XX Lad x = l. 


12 — 1 . 


29. Quoniam in bac formula integrale algebraice exbiberi pot- 

est, cum sit =1 — yi — XX, valor quaesitus etiam per reductiones consuetas 
erui potest, cum sit 

positoque x = l erit 

/ ’ xdxlx f dx — — — \ 

ad quam formam integrandam fiat 

1 — yi — XX = z, 

unde coHigitur xx=^2z- zz, ergo 2lx = lz+l{2- z), sicque fiet 
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quibus valoribus substitutis erit 

+.n (1 - >^1 - “) - +/^- " 

qui ergo valor oiit ^O — g--l(2 — 0 ). Quia igitur posito x = 0 fit z = 0, 
constanK erit G=-\-l'2', facto igitur x = l, quia turn fit 0=1, iste valor 
iiit(\gra.lis erit 12 —■ 1, prorsus ut ante. 

fiO. Eundem valorem suppeditat theorema prius supra allatum, quo erat 

p = n--2; inde enini statim fit = C— ■ Ante autem vidimus 

r-vd'f '^Vi-xx i + * 

esse J j . 1 —12, ita ut etiam hinc prodeat valor quaesitus 12 — 1. 


EXEMPLUM 3 QUO j3 = 3 


31. Hoc igitur casu aequatio in theoremate generali allata banc induet 
forraam 

r xxdxlx r xxdx C xxdx 

y i ~ XX Yl — XX ^ 1 + ir 

Per reductiones autem notissimas constat esse 


1 3t _ 

y •2'’ 


Y xxdx 

"ab X = 0~ 

Yl —XX 

_ad a; =» 1- 


at vero fractio spuria resolvitur in has partes 


unde erit 


quod ink^gi-ale. iam evanescit posito x = 0; facto ergo x = l eius valor erit 
J _gi2; (luamobrem integrale, quod quaerimus, erit 


Y xxdxlx 

"ab jc “= 0” 

Yl—XX 

_a(l a: = 1- 
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EXEMPLUM 4 QUO i) = 4 

32. Hoc igitur casu aequatio superior hanc induet forniaiii 

^ x^dxlx ^ s^dx I'x^dx 

J Vl—XX l/l — XX J l-\-x 


Per reductiones autem notissimas constat esse 


x^dx fab a; = on 2 


^ l/l — a:a: Lad a: = lj 3 ’ 

turn vero fractio spuria resolvitur in has partes 


xx — x-\-l 


unde integrando fit 


' x-{- l’ 


r x^dx 1 

J i+x~Y 


-XX + 23 — Z (1 -f x), 


ex quo valor formulae erit = |--Z2. His ergo valoribus substitutis s 
cimur hanc integfationem 

/ 'x^dxlx faba;— 0~| 2/5 A 

l^l — a;a; _ada:=l 3V6 ^ ’ 


EXEMPLUM 5 QUO ^ = 5 

33. Hoc igitur casu aequatio superior hanc induet formain 

r r xHx Mx 
^ y^~xx J yizr^'J 

Constat autem esse 


r a^dx raba;-oi 1-3 
^ Vl — XX Lad a; = 1 2 • 4 ' *2 ' 


tom vero ftactio spuria manifesto resobitnr 


in has partes 


' a;£C + a; — 1 4- -J_, 
a; + l’ 
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ini(i(^ iniiOgraudo fit 


ri>Mx, 
} :l 4 • a; 


j ill* 2 — X I (X -\- xj , 


* • 7 

ox quo valor Ibrnmlao erit = — 4" ^2. His igitur valoribus substitutis pro- 

dibit ista intogratio 


Cx^dxlx 

al) X ~ 0 

' Yl :vx 

.ad .i:= 1_ 


1- 3 

2- 4 




KXWMPLUM e> QUO i) = 6 

,‘14. Hoc igitiir casii aequatio superior induet banc formam 


,/ 


* x^dxlx, 


_ r x^'dx _ r 

t) l/l — XX ^ 


x^dx 


y I — XX '' yi— XX ’d 1+ X 


C()n8ta,t autiom ptu: reductiones notas esse 

r sd'dx fab x = 0' 

,} Yl ~xx 

turn vero fractio spuria resolvitur in has partes 


ad a; = 1. 


2;_4. 
3 Us’ 


ic* — a;’ -\- XX — a? + 1 — - j 


unde inlngra.iido nancisciraur 

J t -f * “ 5 - ;1 a** + 3 - i- ^ - ^(1 + 


ex quo valor luiius formulae erit 
dibit ista int<rgra,tio 

rxHxlx raba; = 0' 

J \ 


gQ — /2; quibus valoribus substitutis pro- 


■j/l — XX 


Lad ic = ij 


3-5\60 / . 


II. EVOLUTIO CASUS QUO m = 3 ET w = 2 

35. Hie ergo erit X — 1/(1 — ara;), unde theorema nostrum generate nobis 
praebebit hanc aequationem 

f xf~'-dxlx'yi — xx’=^f af-HxVl — xx-J 

Immaxmi Etobri Opera omnia Ii» Commentationes analjticao 6 
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ubi cum sit 


erit postrema 


a;® — 1 —xx—x — 1 

l — xx aj + l 

formula integralis 

—J‘x’’dx —J 



‘x^~^dx 
1 +« 


1 

x + l’ 


quae integrata ab x — 0 ad a; = 1 dat 

1 r xP~'^dx 

^ 1 J 1 + a! 

quamobrem habebimus 

dxlx •yi — xx = — Jx^~^ dxVl-xx- + j j . 

Hinc igitur sequentia exempla notasse iuvabit. 


EXEMPLUM 1 QUO i) = 1 

36. Pro hoc igitur casu postremus factor evadet -f- 12, ita ut sit 

f dxlx-yi — xx = — {^-{-l2^j'dxyi —XX. 

Pro formula autem fdxyi — xx statuatur 


yi—xx=^i — vx 

dxyi — XX = 


2d«(l — vr)* 
(1 q- Vi))® ’ 


cuius integrale resolvitur in has partes 

2v 


(iq-vc)® 1 “t" 

qnae expresio emu extendi debeat ab *_0 nsqne ad a:-l. prior 
ermmus erit v — 0, alter vero terminus est v = l, ita ut integrale illud a 
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i () us(|U(^ !ul V 1 oxtciuli dobeat. At vero ilia expressio sponte 

evaiu^Hcit |K).sito v -- 0, facto aiitem •<; == 1 valor integralis exit == 

(UKUiiobn'Mi halx'liimus 


f dr' lx - Vi — r/x 


"ab ® = 0” 
.. ad ic •“ ] _ 



37. Hie, (juidoni calculmn per loogas ambages evolvimus, prouti reductio 
ad ra,ti()nalita.l.(vni formulae Vi — xx manuduxit; at vero solus aspectus for- 
niubio Jdryi — rx statim declarat earn exprimere aream quadrantis circuli, 

cuius radius -*= 1, C[uem uovimus esse =* • Caeterum adbiberi potuisset ista 
reductio 



cuiuH va.lor ab .r^ . 0 ad .r = 1 extonsus manifesto dat-- 

4 


KX MM PLUM 2 QUO p=‘2 
3H. Hoc ergo casu postremua factor fit 

3 ~J 1 4. a; 3 

sicque habebiiuus 

J‘xdxlX'Vl--xx’=- — ( g — 12^ fxdxVl— XX ; 
p(M-spicuuiu autem est esse 

f zdxVl—m ^0 - 1 (1 - xxf, 

qui valor ab a; ««■ 0 ad a? ~ 1 extensus praebet -j, ita ut habeamus 
fxdx lx • * 1 3 = - 1(1 - 


6 
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m. EVOLUTIO CASUS QUO w == 1 ET % = 3 


39. Hoc igitur casu erit X 


y(i —xy 


, unde theorema generate nobis 


praebet hanc aequationem 

fx^-^dxlx _ r xfi-Hx _ rxP-\x-l)d x 


ubi postrema formula reducitur ad hanc habeamus 


(* a?-^dxlx . 

1 

1 

r* aP-^dx 

f(l-xj~ J 

' 1^(1 — J XX +x-\-i 


Sequentia igitur exempla adiungamus. 


EXEMPLUM 1 QUO i? = 1 

/ k 

-n ”Li> cuius integrate 

OCOG *~p OC “p 1 

indefinitum reperitur ^^Atang. qui valor posito x — 1 abit in 

quocirca hoc casu habebimus 


/ dxlx ^ C 

~ ~ BylJ f (rr^'^2 


dx 


at vero formula iutegralis — peculiarem quantitatem transcendentem 

|/(1 — a;®)* 

involvit, quam neque per logarithmos neque per arcus circulares explicate 
licet. 


EXEMPLUM 2 QUO p ^2 

41. Hoc igitur casu postremus factor erit / qui in has partes 
resolvatur 

1 y^xdx dx 1 y dx 
2j 1 + xi-xx~'2j l-\-x-\-x'x’ 

ubi partas prioris integrate est 

= (posito scilicet « = 1), 
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K(l— xic) 


alteriiiR vero partis integrale est 


3p3 


; quo valore substituto habebimus 


/ ^ 

J t/f: 


dxlx 1 3t ) r xdx 


f/(l 


*( 

‘i \ 






Nunc vero istain ibmmlam integralein commode assignare licet per re- 
ductiouom supra initio iudicatam; cum enim hie sit w = 1 et n — S, turn 
vero sinnserixnus p — 2, erit p = n — m. Supra autem (§ 15) invenimus hoc 
casu integrale fore == qui valor nostro casu abit in — = 

n Bin. 3 sin. o]/ o 

n d 

Hoc igitur valore substituto nostrum formulam per meras quantitates 
cognitas exprimere poterinms hoc modo 


J 


* xdxlx 


""ab X =« 0”] / 


_ada.'=iJ ay's 

^ 31/3/ 


IV. EVOLUTIO CASUS QUO m = 2 ET « = 3 


42. Hoc igitur casu erit X = 
istam aequationern 


1 

•^(1 — a“)’ 


unde theorema generate praebet 


fx^'-^dxlx ^ r x»-^dx _ 

Jy(l — x^) — a;*) l—x^ 


ubi forma postrema transmutatur in 


hauc — 


i-j-'a;+a:a: ’ 


unde fiet 


rx»-h'ixlx f , 

J PXl-x^)" l+aj + ijja: 

unde aequentia exempla expediamus. 


BXEMPLUM 1 QUO jp = 1 

43. Hoc ergo casu membrum postremum erit integrale 

in has partes distribuatur 

1 r 2 xdx-^dx I ^ r dx 
'2 J r+^+ 2 j l+x + xx’ 



46 BE INTEGEATIONE EOEMULAE x = 0 AD x=l EXTENSA [24—25 


unde manifesto pro casn x=l prodit j(lB + -~y, quamobrem nostra aequatio 


erit 


r dxix ^ (m \ ® ^ C 
J - 2 V + ni- 




In hac autem formula integrali ob m = 2 et n = 3, quia sumsimus p = l, 
erit p = n — m; pro hoc ergo casu per §15 valor istius formulae absolute 


exprimi poierit eritque J" \ 


dx 


27C 


f(l - x^) 31/3 


; consequenter etiam hoc casu per 


quantitates absolutas consequimur banc formam 

dxlx raba; = 0l at . x \ 




’{1-x^) 


.ad « = 1 J 


3]/3^ 


44. Quodsi hanc formam cum postrema casus praecedentis, quae itidem 
absolute prodiit expressa, combinemus, earum summa prime dabit 


/ xdxlx , r 

V(l - V I 


dxlx 


2xlZ 

zys 


|/(1 _ f (1 _ a , 3 ) 

sin autem posterior a priore subtrahatur, orietur ista aequatio 


/ xdxlx C 

hi - x^y ~J i 


dxlx 


2xx 


Jf{l-x^ 27 ' 

Quoniam hoc modo ad expressiones satis simplices sumus perducti, operae 
pretium erit ambas aequationes sub aha forma repraesentare, qua binae partes 
integrales commode in unam coniungi queant; statuamus scilicet 


X 


f (1 - x^) 




unde fit 


~ formula induet hanc speciem 


posterior vero istam turn vero habebimus 




ideoque 




l — x‘ 
e 


■■ unde fit x^= --4* , 
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__ ______ _ y{i—xx) 

hincque porro 

dx dg szdz ds 

x~ g ~r+5*~^r+^)’ 

quare his valoribus adhibitis prior formula integralis evadit 
altera vero formula erit / --- I , — ? 

1 + «“ ^(1 + a») 




edz 
1 -(-,s® 


(l+0») 


45. Quoniam autem integralia ab as = 0 ad x = l extendi debent, notan- 
dum est casu a3==0 fieri g = 0, at vero casu x = l prodire g = c>c, ita ut 
novas istas formas a .8 = 0 ad g = <ss extendi oporteat. Quo observato prior 
harum formularum dabit 


posterior vero 


J 


'* gdg 
1 




"a ,^ = 0 " 
„ad J 2 — cv)„ 


utlB , ^:it 
31/3 ' 27 ’ 


/ 


dai n ra 4(==0 ” 

1 l/(^ “H -ad g — 


jtlZ 

3^3 


Mine igitur summa harum formularum erit 

g 


at vero differentia 


J l+«* 

rdg{g—i)^ g 

J l-l-.®’* 27 


2jtlo 

sYs’ 


2 %^ 


jt^jt 

21 


46. Hie non inutile erit observasse istum logarithmum I ■, 


in seriem infinitam satis simplicem converti posse; cum enim sit 


commode 


3 !+«» 3 / ’ 

erit per seriem 

.. 0 _ 1 j_ 1 1 4- ^ — -ptrV 

~ 3 4?s "t-57w 

verum ista resolutio nullum usum praestare potest ad integralia haec per 
series evolvenda, propterea quod potestates ipsius g in denominatoribus 
occurrunt ideoque singulae partes non ita integrari possunt, ut evanescant 
posito 0 = 0. 
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EXEMPLUM 2 QUO p = 2 

47. Hoc igitur casu factor postremus evadit qui in has duas 


l + «;+ ica:’ 

partes discerpitur 

J ^ J l+xi- XX ’ 

cuius ergo integrale ab x — 0 ad a; = 1 extensum est = 1 


igitur deducimur ad hanc aequationem 

/ “ xdxlx A \ r 


■ • Hinc 

sj/s 


xdx 


V(i— 


Hie antem notandum est istam formulam integralem nullo modo absolute ex- 
hiberi posse, sed peculiarem quandam quantitatena transcendentem involvere. 

V. EVOLUTIO CASUS QUO m = 2 ET « = 4 

48. Hoc igitur casu erit X = unde theorema nostrum generale 

nobis dabit hanc aequationem 

r aif-^dxlx r s(iP~''-dx rx^~'^dx^ 

•J y{i — x^) J y(i — x^) 1 -{-XX ’ 

at vero problema particulare prius pro hoc casu praebet 

' x^dxlx 1 C x^dx 


/, 


Cum autem sit 

erit absolute 


y{i-x^) 

x^dx 
l-\-xx 


-f- 

1 


/: 


. +XX 

O Cl 


r x^dxlx 

"ab = 

'yil-af) 

-.ad a; = 1_ 




at vero hie casus congrnit cum supra (% 28) tractate. Si enim hie ponamus 
XX = y, quo facto termini integrationis manent y^O et y = i, erit lx = --ly 

et xdx = -^dy; quibus valoribus substitutis nostra aequatio abibit in hanc 

formam — f Ln /o'i oi™ C ydyiy , 

iJyii-yy) . 4 ^^ Sive = — prorsus ut supra. 


yO- — yy) 
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«/ Yii — xa) ^ 


49. Alterura vero theorema particulare ad praesentem casum accommo- 
datum dabit 

xdxlx jc C xdx 


est vero 

ita at habeamus 


/ xdxlx jc C . 


/: 

J xdxl x rab x^O'] ^12 

y(l—x^) Lad x^l- 8 


+ xx' 
1 


.^^ivr+~xx=U2, 

l-\-xx 2 ’ 


y{i-x^) 

Quodsi vero hie ut ante statuamus xx = y, obtinebitur C , 


■—12, qui 


1/(1 — yy) 2 

est casus supra (§ 26) tractatus. His duobus casibus exponens jp erat numerus 
par, unde casus impares evolvi conveniet. 

EXEMPLUM 1 QUO i) = 1 
50. Hoc igitur casu formula integralis postrema fiet 

J XX ° ' 

ita ut posito x = l prodeat ; turn vero aequatio nostra erit 


/, 


dxlx 
1/(1 -a^) 


4t/ 1 


dx 


4«/ y(i — x^) 

integralibus scilicet ab a: = 0 ad x=l extensis; ubi formula y*- 


dx 


U(1 - a:‘) 

curvae elasticae rectangulae exprimit ideoque absolute exhiberi nequit. 


arcum 


EXEMPLUM 2 QUO p = 3 
51. Hoc ergo casu formula integralis postrema erit 

y xxdx y dx 

Ji-i-xx’ 

cuius integrale posito a; = 1 fit = 1 — -I-, ita ut nunc aequatio nostra evadat 

' xxdxlx xxdx 

^ - j 

7 


Si 


y{l — s(!^) : 4 / J i/(i — a:*) 

Leonhak0i Edmbi Opeia omnia I is Commentationes analytioae 
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</ Yil—xx) 

quae formula integralis pariter absolute exMberi nequit; exprimit enim appli- 
catam curvae elasticae rectangulae. 


52. Quanquam autem baec duo exempla ad formulas inextricabiles per- 
duxerunt, tamen iam pridem^) demonstravi productum borum duorum inte- 
gralium ‘ S - aequari areae circuli, cuius diameter = 1, sive 

esse =-j-; quamobrem birds exemplis coniungeudis hoc insigne theorema 
adipiscimur 

/ dxlx xxdxlx ^ \ 

Y(l — x*) J y(l—a^) 16 \ 4/ 


Facile autem patet innumera alia huiusmodi theoremata ex hoc fonte hauriri 
posse, quae per se spectata profundissimae indaginis sunt censenda. 


l) Vide L. Etileei Oommentationes 59 et 122 (iadicis Emesteoemiani): Theoremata circa 
redudionem formularum integralium ad quadraturam circuli, Miscellanea Berolin. 7, 1743, 
p. 91, et Be productis ex infinitis factoribus ortis, Comment, acad. sc. Petrop. 11 (1739), 1750 
p. 3 5 Leoseardi Buleri Opera omnia^ series I, vol. 17 et 14. Vide etiam epistolara ab Eelkro 
d. 20. Dec. 1738 ad Ion. Bernoulli datam, Biblioth. Mathem. 1904, p. 285, imprimis 
p. 291, atque epistolam, qaam Eulerus d. 9. Sept. 1741 ad Che. Goldbach misit, Correspondance 
math, et phys. publiee par F. S. Foss, St. Petersbourg 1843, t. I, p. 105, imprimis p. 107; 
Leoneardi Euleri Opera omnia, series III. A. G. ' 
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2f~'^dx (1 

lx 


— x^) (1 — of) 
1 — x^ 


A TEEMINO 2^-0 USQUE AD * - 1 EXTENSAE 


Commentatio 500 indicis Enestroemiani 
Acta academiae scientiarum Petropolitanae 1777: II (1780), p. 29—47 

% 

1. Quae non ita pridem de integratione eiusmodi formularum differen- 
tialium, in quarum denominatore occurrit lx, in medium attuli, ubi ostendi^) 

/ ^a— 1 

— ~Tx x = 0 ad x = l extensae 

esse =l\, non solum summa attentione digna, sed etiam quasi novum 
campum in methodo integrandi aperire sunt visa, propterea quod huiusmodi 
formularum integratio prorsus singularia artificia postulat, at ex principiis 
etiamnunc parum cognitis erat deducta. Tunc quidem temporis ista in- 
vestigatio non admodum late patere videbatur, dum praeter formulam modo 
allegatam ad paucas alias earn mihi quidem extendere licuit; nunc autem, 
postquam boc argumentum accuratius sum perscrutatus, deprehendi formulam 
multo generaliorem, earn scilicet, quae Me in titulo conspicitur, pari successu 
expediri posse. Quin etiam metbodus, quam bic sum expositurus, etiam ad 
formulas adbuc generaliores facile extendi potest, unde baud contemnenda 
incrementa in universam Analysin redundare videntur. 


l) Vide § 6 Commentationis 464 (indicis Enestroemiani): Hova Mcthodus guanUtates wie- 
groics determwandi, Novi comment, acad. sc. Petrop. 19 (1774), 1775, p. 66; Lsonmardz 
JEulbri Opera ormia, series I, vol. 17, p. 421, imprimis p. 426. A. G. 
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2. Designemus igitur littera 8 valorem formulae propositae, quern scilicet 
induit, si eius iutegratio a termino x = Q usque ad a; == 1 extendatur, ita 
ut sit 

(1 — a:^)( l — a;°) 

Tx l—x” 


ab x = 
ad X-- 



ad quern valorem iuvestigaudum ante omnia observari convenit fractionem 
ita esse comparatam, ut posito a; = l penitus evanescat. Cum 

enim in numeratore tarn 1 — ic* quam 1 — of factorem 1 — cc involvat 
ideoque totus numerator factorem habeat (1 — off, dum in denominatore 
tantnm factor simplex 1 — x inest, evidens est posito x — 1 totam fractionem 
evanescere debere; id quod etiam inde intelligitur, quod casu x = l tarn 
numerator quam denominator evanescit, unde, si iuxta regulam notissimam 
tarn loco numeratoris, qui evolutus est l — x'’ — of -{■ x^*% quam loco deno- 
minatoris utriusque differentialia scribantur, prodit ista fractio 

— nof' ~ ^ 


illi aequalis casu a; = 1; posito autem x = l ista fractio abit in hanc 
~:-w manifesto est ==0. 


3. Cum numerator fractionis modo consideratae sit 1 — — a:° 4- a;'"’"', 
si is per 1 x” dividatur, ex quaternis terminis orientur quatuor sequentes 
series geometricae- infinitae 

I 1 + a:" + a;®" + a?*" + a:*” + a^” + etc., 

n. — X’’ — af"^^ — 3^" + ^ j)j8n+6 — ^4 m + S ^5« + 6 ^ 

nL — xf^ — a;”'*''’ — a:*”'*’' 0-jjg 

IV. !»*+'= + a;”+*+“ + a;*”+‘+' -f ^ ^ 

Harum igitur serierum singulos terminos duci oportet in formulam ®-— ~. 
turn enim omnium integralia ab a; = 0 ad a: = 1 extensa, si in unam summand 
colligaatiir, dabnnt valorem . quaesitum littera /S designatum. 
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4. Hoc ergo modo totum negotium reducitur ad integrationem talis 
formulae ‘ ' ab x = 0 ad extendendam. Haec autem formula con- 

tinet fundamentum principale, nnde omnia, quae olim^) de hoc argumento sum 
commentatus, sunt deducta; turn autem ad eius integrate inveniendum usus 
sum doctrina circa functiones duarum variabilium versante, quam ad praesens 
institutum non satis commode applicare liceret; quamobrem hie aliam me- 
thodum in medium sum allaturus, cuius beneficio ista integratio, qua in- 
digemus, multo facilius et clarius institui poterit et qua simul omnia, quae 
hue pertinent, baud mediocriter illustrabuntur. 


5. Cum sit lcd'‘ = mix, si bttera e denotet numerum, cuius logarithmus 
hyperbolicus unitati aequatur, posito brevitatis gratia mlx = y erit lx'^=y = yle 
hineque vicissim fiet x"' = Cum igitur per seriem notissimam sit 

e’-l+]+»^ + J-3 + ,. A:, + etc., 

erit pro nostro casu 

1 + etc, 

hac igitur serie in usum vocata erit 


x”* 1 , m , mm , , m® , m* , m ^ 

te-!i+i + r-l** + rr2T3(*“=) +ri:-^W +,.2:3:4T5M 


Huius igitur seriei singulos terminos in dx ductos integrari oportet, unde 
quidem ex termino primo orietur formula /*— , cuius valorem ab x = 0 ad 
a; = 1 extensum esse infinitum ostendi^), cuius loco bic ubique scribamils eba- 
racterem J; turn vero ex termino secundo oritur integrate Ya; = w. 


1) Vide Commentationem 463 (indicia Enbstroemiani): De valore formulae mlegralis 

/ z ^z casM, guo post integrationem ponitur z = l, Novi comment, acad. sc. 

* ^ dt ^ . 0 4 

Petrop. 19 (1774), 1775, p. 30*,. Leoneardi JEuieri Opera omnia, series I, voL 17, p. 384; vide 

etiam Commentationem 464 supra (nota p. 61) landatam. A. G. 

2) Vide InsUtutiomm calculi integralis vol. I, § 228, Petropoli 1768; Leoneardi Buleri 
Opera omnia, series I, voL 11, p. 127. A. G, 



x'^-'^dx (1 — «*)(! — . < ) 


lx 


1— a:“ 


32—33 
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6. Pro integralibus ex reliquis teiminis oriundis ex elementis calculi 
integralis satis liquet, si integralia ab a; = 0 ad ^ = 1 extendantur, fore ut 
sequitur : 

J'dxlx — — 1 , j^dx{lo^^ — ^ , J^dxilx) = 1 - 2 - 3 , 

fdxQxf ^ + 1-2 -S- 4, fdx{lxf =^ — 1-2 -3 ■ 4- 5 etc.; 

his igitur valoribus substitutis reperiemus fore 




'x^dx 

liX 


, , mm , 

^ + y 


. y/t- mv I 

7 


etc. 


Ex doctrma autem logarithmorum constat esse 

, \ mm , , j. 

l(l-\-m) = m ^ + y — Y + 

quo valore substituto habebimus 

rx”‘dx V , 7/1 , N 
J -y— = Z(1 + w), 

qui ergo est valor huius formulae integralis a termino x = 0 ad x = 1 ex- 
tensae, quos terminos in seqnentibus semper subintelligi oportet, unde eos 
non amplius commemorabimus. 


7. Iste quidem valor integralis insigni incommodo laborare videtur, 
propterea quod characterem J implicat, cuius valor non solum est in- 
cognitus, sed adeo infinitus; verum quia pro omnibus huiusmodi formulis 
perpetuo idem manet, ita ut sit. 


/^ = ^+Ki + »). 

evidens est, si liaruin formularuiii altera ab altera subtrahatur, istaio. cha- 
racterein periitiis ex calculo egredi ac prodire 



0?”* — 
lx 


dx = I 


l+m 

1+n^ 


qui est iEe ipse casus, ad quern prime initio sum perductus. Quo autem 
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claiius appareat, quibusnani casibus iste character ^ penitas ex calculo sit 
excessurus, conteinpleiaur banc formam. indefinitam. 

Z = Ax'^ + Baf + Gx^ + Baf + Ex‘ + etc. 
ac per iategrale illud inventum erit 

/ ~sr 

C A J) A stc. 

+ AI{1 + a) + J5Z(1 + /?) + Cl(l + ;^) + BKl + d) + etc., 

Quocirca si coefficientes A, B, G, B etc. ita fuerint comparati, at sit 
j4. + J5-f-C'4-D4' etc. = 0, semper istad integrate ita exprimetar 

J aT ^ + “) + + /9) + CT(1 + r) + Bl (1 + d) + etc., 

perinde ac si formala canonica faisset = + reiecto charactere A. 

8. Qaoties igitar fuerit 

X == Za:“ + BxA + Cx"' + Bx^ 4- etc. 

existente J. + i? + + etc. = 0, tarn integrale uon amplias 

charactere A inqainabitur atqae singalas integrationes ita institaere licebit, 
quasi revera foret 

C X^dx 7/i I \ 

J Tx + ”)• 

Cum igitar series Z 4- + C + 2) + etc. exhibeat valorem ipsius X, si 
ponatar x — 1, manifestam est istam integrationem perpetuo saccedere, si X 
eiasmodi exprimat functionem ipsias x, ut posito x = l ea in nihilam abeat. 
Qaare cam formala, qaam hie tractare suscepimas, 

uti iam observavimus, ad nihilam redigitur posito 33 = 1, eias integrationem 
rite absolvere licebit ope formalae canonicae = Z(1 -f m), nallo scilicet 

respectu habito ad characterem A initio introductam. 
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9. Quoniam igitur iam supra perducti sumus ad quatuor series infinitas, 
quas per formulaiu ^ multiplicari, tum vero integrari opoitet, si hanc 
operationem in singulis terminis instituamus, valor quaesitus 8 per sequentes 
quatuor series inflnitas expressus reperietur: 


8 = 


1. la + l{a + w) + l{a + ^n) + l{a + 3w) + l{a + An) + etc. 

n. — l(a -\-h) — l{a-^l + — Z(a + 5 + 2n) — Z(a + & + 3%) 

— l(a “f" 5 ' etc. 

in. — l(a -}- c) — l(a c-\- n) — Z(a 4" d" 2^^) — + c + Zvi) 

— l{a -}" c 4” An) — etc. 

IV. c) lia -\-l) c 4" l{a-\-l)-\-c-\-‘2,n) 4" lifl -\-l) c-\- ‘dn) 

4" I (a 4" ^ 4“ ^ 4“ Af^ 4“ etc. 


Hoc igitur modo tota quaestio hue est reducta, ut expressiones finitae in- 
vestigentur, quae istis logarithmorum seriebus inflnitis sint aequales. 


10. Cum igitur valor quaesitus 8 infinitis logaritbmis aequalis sit in- 
ventus, eum ipsum tanquam logaritbmum spectari conveniet; quamobrem 
statuamus 8=10 atque a logaritbmis ad numeros regrediendo valor ipsius 0 
sequent! modo per factores exprimi deprebendetur 

a{a-\-l-\-c) (a+»)(a-i-5+e+w) (a+2w)(g4-5 + c-f2w ) (a 4 -3n)(a-f64c+3w) , 

(®+ 6)(a-j-c) {a-^i-\-ri){a-\-c-{-ri) \a-\-l}-\-2n){a-\-c-\-2n) (a4-6-f-3M)(a4'C4’3^) ^ 

quam expressionem in membra puncto separata distinximus, quorum quod- 
bbet continet binos factores in numerators totidemque in denominatore, qui 
factores in singulis membris ita sunt comparati, ut summa factorum numera- 
toris semper aequalis sit summae factorum denominatoris. Praeterea vero 
notetur sumendo i pro numero infinito membrum infinitesimum esse 

{a + in){a-[-l-\-c + in) 

(a -f J -f in) (a -I- c 4 in ) ' 

quod evolutum praebet 

a{a -f S + c) -f- -f & + c) -|- Unn 

(a-\-b)(a-^c)i-in(2a-i-i-\-c)-\-iinn ’ 

emus valor ob partes primas finitas evanescentes manifesto unitati aequatur; 
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unde intelligitur hanc expressionem valorem finitum ac determinatum esse 
habitutam, et quo plura membra actu in se invicem ducantur, eo propius 
continue ad valorem ipsius 0 appropinquatum iri, quandoquidem membra 
satis remota continue minus ab unitate discrepant. 

11. Ut nunc in verum valorem litterae 0 inquiramus, in subsidium 
vocemus insigne lemma, cuius veritatem iam in Calculo integrali^) fusius 
demonstravi, quod ita se babet. Si ponatur 

/» ??? T ” m — n 

r =j — of) " - et Q=f 

turn erit 

F ^ (m + jo) ^ _ (w+i?+2w)(g 4- 2 n) (m+p+ 3n)(gf+3n) , 

Q (p+w)(?w+2+«5 (f+2m)()w+2+2w) (p+3w)(m+2+3w)’® 

quae expressio pariter ex infinitis membris constat, in quorum singulis tarn 
numerator quam denominator etiam binis factoribus constat, prorsus uti 
nostra expressio pro 0 inventa, unde baud difficulter litterae p, q et m ita 
definiri poterunt, ut prodeat 0 = ^ , siquidem littera n utrinque eundem 
significatum retinet; boeque mode valor litterae 0 saltern ad formulas inte- 
grales ordinarias P ei Q reducetur. Hie autem probe est recordandum 
singulas litteras p, q, m et n numeros positives designare debere, id quod 
etiam de nostris litteris a, b ei c est tenendum, quandoquidem formula nostra 
canomca J ' =f(l + »i) cum veritate consistere nequit, nisi 1 + w fuerit 
numerus positivus, quia alioquin logaritbmi numerorum negativorum bine 
prodeuntes forent imaginarii. 

12. Ad banc conformitatem ^ et 0 constituendam sufficiet membra 
prim, a, quae sunt 

®(i+L+?l- pf (^+jp)g 
(a + 6)(a + c) p{m + q)' 

ad identitatem perduxisse, propterea quod deinceps omnia sequentia membra 

l) Vide InsUkitionum calculi inUgralis vol. J, § 360, Petropoli 1768; Leonhaudi Buleri Opera 
omnia j series I, vol. 11, p. 231. Vide etiam lemma 4 Commentationis 59 supra (nota p. 50) 
laudatae. A. G. 
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sponte inter se conyenient. Ista antem identitas duplici modo obtinen po- 
tent; sumto enim q = a vel statui poterit m-\-q==a-\-b vel m + q= a -^c, 
ita ut. priori modo sit m - h, posteriori vero modo m = c; at yero turn pro 
priori modo erit p = a + c, unde sponte fiet m+p = a + b + c; pro poste- 
riori yero modo, quo m = c, sumi debet p = a-\-b, unde denuo sponte fit 
_j- -p == a -j- & -f- c; quamobrem hinc geminos yalores pro p Gt q nanciscemur, 
unde etiam geminae solutiones orientur, quae sunt: 


I. Solutio 


n. Solutio 


h--n 

b — n 


c — 

c — 

Q = dx(). — a?”) '* 


utrinque enim erit 0 = ^, et cum sit S—IO, erit S—IF — IQ sicque va- 
lorem ipsius 8 per formulas finitas expressum invenimus. 


13. Circa valores autem litterarum p et q duos casus imprimis memo- 
rabiles notari conyenit, quibus eos adeo absolute exhibere licet; alter enim 
praebet 

m — n 

y* — a:") “ = 


alter yero in hoc consistit, ut sit 


m — n 


Jt 


n sin. 


m7t ^ 

n 


ubi 7t denotat 180® sive semiperipheriam circuli, cuius radius = 1. Quare 
cum pro nostra solutione priore sit m = b, videamus, utrum p et g ad istos 
valores absolutes reducere liceat. Hoc autem evenit, quando & = c et insuper 
o> = n fe, quo casu ambae solutiones inter se congruent, quern ergo casum 
seorsim evolvisse operae pretium erit. 
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EYOLUTIO CASUS QUO c = 6 ET a = n — h 
14. Hoc igitur casu erit formula proposita 

s= f (1 ~ 

J lx i — a;” ’ 


turn vero vidimus esse 


et 


b — n . 

1* —J af~''dx{X — *") ” = 

6 — n 

Q = I x’‘~^~^dx(l — a?”)” = 


n sm. ■ — 


quamobrein, cum sit S==IP — = erit his valoribus substitutis 


S=l 


. h 

n sm. 

n 


Vjc 


ubi evidens est esse debere h<n, unde sequentia exempla considerasse iuvabit. 


EXEMPLUM 1 QUO 5 = 1 ET w = 2 

15. Hoc ergo casu erit sin. “~ = 1 hincque 8=1^; 
formula proposita fuerit 


S 



l—x 

l-\-x’ 


quamobrem si 


2 

erit 8 = I - ; at vero valorem ipsius S per logarithmos evolvendo, uti supra 
fecimus, ob a — 1, 6 = c==l et n = 2 prodibit 


6 '== 


Z1 -j” IB d” *4“ n “1“ IB “}“ HI etc. 
— 2Z2 - 214: — 216 — 218 — 2Z10 — etc. 
+ Z3 + Z5 + n + H- HI + Z13 + etc., 


quibus in ordinem redactis erit 

8=^11-212-}- 21B — 2H + 2^5 — 2^6 + 2H - 2Z8 + 21B — etc. 

. 8 * 
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16. Yicissim igitur si proponatur ista series logarithmorum 

g = II _ ^2 + Z3 — M + ^5 — Z6 + n — etc., 

eius sumina assignari poterit. Cara enim sit 5 2s 0, ob/S 

erit s = i-zA = zyl; sive cum sit 7t>2, erit s = - ; ista scilicet summa 

s erit negativa. 

EXEMPLUM 2 QUO i = 1 ET n = B 

17. Hoc igitur casu, quo a = 2, formula integranda proposita erit 

o fxdx (l-xf _ Cxdx 1-x . 

lx ' 1-x* J lx ' 1 + x + xx' 

deiade cum sit sin. y = ^, valor quaesitus erit at vero idem 

valor S per seriem logarithmorum expressus ob a = 2, b = c = l et n = B erit 

12 + 15 + IB + m + n4 + Z17 + etc. 

S= ' — 2Z3 — 2Z6 — 2Z9 — 2Z12 — 2Z15 — etc. 

4 - 14 Z7 + ZIO + Z13 + H6 + m + etc. ; 

sicque ergo erit 

S=12—21S + Z4+ Z5— 2Z6 + 11+ 18—219 + Z10+ HI — 2H2 + H3 + H4— etc., 
cuius ergo seriei satis regularis summa est S=l • 


EXEMPLUM 3 QUO & = 2 ET ^^ = 3 


18. Hoc igitur casu erit a = 1 et formula nostra integralis fiet 



(l —xx)* rdx (1 — a;)(l + x)* 

1—x* ~J lx 1+2:4- a;® ’ 


cuius ergo valor erit at vero idem valor per seriem logarith- 

morum expressus ob a==l, 6 = c = 2 et n^B erit 


ITl +” Z4 -+ 11 -)- ZIO -(- Z13 •+ etc. 
S=. — 2Z3 — 2Z6 — 2?9 — 2Z12 — etc. 
+- Z5 +- Z8 HI -+ Z14 -+ etc.j 
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sicque ergo erit 

8 = — 2^3 + 14:-]- 15- 21Q + 17 + 18 — 218 + ZIO + m - etc., 

cuius seriei summg, est 8=1-^— unde, cum sit S — l-g, erit 

P_l-5 4-8 7-11 10-14 , 

Q ~ ' 3 T 3 ■ 6". 6 ' 9 • ’ 12 • 12 ■ ® ’ 

cuius ergo valor erit = • 


EXEMPLUM 4 QUO & = 1 ET w == 4 


19. Hinc ergo ob a = 3 formula nostra integralis erit 


S 




xxdx (1- 
lx 1 ■ 


■xj 






’xxdx 1 — X 

lx ' (l+x)(l +xxy 


cuius ergo valor erit at vero idem valor per seriem logarithmorum 

O 7t 

ob a==3, h = c=‘l etw = 4 hoc modo exprimetur 


hincque ergo erit 


8 = 


18 + 17 + 111 4- Z15 + etc. 
— 214: — 218 — 2^12 — etc. 

-]-■ 15 4" ~t” ^-13 ■]“ etc. 5 


P 3-5 7-9_ll-]^ . _ 2 -|/2 

Q ^ 4-4 ‘ *8 • 8 ' i4-"l2 ’ ® ^ ' 


EXEMPLUM 5 QUO 6 = 3 ET n = 4 
20. Hoc ergo casu erit a = l et formula nostra integralis fiet 


8 - 


. (l-a^y 
' J lx 1—a^ ' 

cuius valor erit etiam hoc modo per seriem logarithmorum 

exprimetur 

' Z 14 - ?5 + Z9 4- H3 4- + etc. 

— 2Z4 — 2^8 — 2H2 — 2^16 — etc. 

. + 4- HI + H5 4 *^19 + etc. ; 


8 - 
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J lx 1 — as” 
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hinc ergo fiet 

p 5'11 9-15 13-19 _ 21/2 

8-8 ‘l2-12’l6-16 ‘ ’ 3jc 

21. Praeter hos autem casus, quibus ambas formulas F et Q simul 
integrationem admittere observayimus, pro certo affirmare licet nullos alios 
insuper dari, quibus boc eveuiat. Interim tamen dantur innumerabiles alii 
casus, quibus valor nostrae formulae integralis S absolute sine formulis iute- 
gralibus assignari potest, etiamsi neutra formularum P et Q seorsim integrari 
queat; qui casus cum per se sint notatu digmssimi, iis investigandis sequens 
problema destinemus. 


PROBLEMA 

22. Investigare casus, quibus formulae integralis propositae valorem S absolute 
sine formulis integralibus exprimere licet. 


SOLUTIO 

Totum ergo negotium hue redit, ut eiusmodi relationes inter exponentes 

J? 

a, b, c et n eruantur, quibus fractio supra adhibita -g absolute exprimi queat, 
quamvis neutra harum formularum seorsim integrationem admittat; turn enim 
formulae propositae valor quaesitus erit S— l-g- Verum istam fractionem ^ 
vidimus designare istud productum in infinitum excurrens 

F _ a{pi-\-b ~Hc ) (a-l-w)(tt-|-&-|-c-)-M) + , 

S (a + 6)(a + c) (a + 6 -(-») (a c + w) (a-j- & + 2w)(a + c + 2w) ® 

23. Nunc vero meminisse iuvabit tarn sinus quam cosinus angulorum 
per huiusmodi producta infinita exprimi solere; cum enim sit 

gin— — irr—pp l^rr—pp ZQrr—pp 

2r~2r' 4rr lGrr~ 36 rr “ 

erit duabus huiusmodi expressionibus combinandis 
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• • • jP 

Quare si superior expressio pro inventa ad hanc formam revocari queat, 
turn utique erit 

S=l sin. ™ — I sin. ~ • 

2r 2r 

Quo autem ista reductio facilius succedat, posteriorem expressionem hac forma 
repraesentemus 


2r p(2r~p) (2r p)(ir —p) (ir -\-^(6r — p) , 

sin q) l2r + q)(4:r — ^ (ir + q){Qr — q)^^'’ 

2r 

cuius expressionis membra manifesto ita progrediuntur, ut singuli factores 
tarn numeratorum quam denominatorum continue eodem incremento 2r auge- 
antur. Quare cum in expressione singuli factores capiant incrementum n, 
statui debebit n = 2r, quo notato sufficiet prima membra ad conformitatem 
redigere, id quod eveniet sumendo 


a=p, a -\-b c = 2r — p, a-\-l) = q, a-\-c = 2r — q, 
unde singulae litterae colliguntur 

1“. a==p, 2“. b = q — p, 3®. c==2r — p — q 

existente n = 2r. Hinc autem operae pretium erit notasse fore 


2a -\-b c = 2r = n, 

ita ut formula nostra generalis ad casum hunc semper accommodari queat, 
si modo fuerit w == 2« + ^ + c; turn enim fit ^ = a, q — a-{-b et 2r = 2a-\-b-{-c. 


24. Quodsi vero formula nostra generalis evolvatur ac loco n scribatur 
iste valor 2a + i + c, ea induet banc formam 


8^ 


=/ 


dx x^ 
xlx 


y.a5 + 6 , 


ViOt ” 1 “ C 


+ ^ 


ai-b-hc 


1 ^2a + 6+c 


cuius ergo valor, si loco p, q et t modo invent! valores scribantur, erit 


8=1 


P 


= I sin. 


ant 

2 "V ^ Hh ^ 


— I sin. 


{o/ 

-\'b c 
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quae formula utique ita est absoluta, ut nullam amplius formulam iutegralem 
iQvolvat, proi^us uti desiderata. Patet igitur casum ante traciatum in hoc 
casu non contineri; cum enim in illo fuisset a = n h et c==h, hinc fiet 
2a -f- 6 + c = 2«, cum praesenti casu sit 2a + b + c=‘n. 


25. Quodsi iam in hac expressione litteras g' et r in calculum intro- 
ducamus, formula nostra integralis ad hanc speciem reduceta 


S 






^2r 


cnius igitur valor ab x — 0 ad x = 1 extensus erit 


S-=l sin. ^ — I sin. 

2r 2»- 




ubi manifestum est hanc expressionem eandem manere, etiamsi loco p scri- 
batur 2r—p, loco q vero 2r — q, propterea quod 


. (2r—p)}C . v% 

sm. = sm. ^ 

2r 2»- 


et 


sin. 


( 2 )* — 
'Hr 


= sin. 


qx . 
2r ’ 


at ¥ero ipsa formula integralis facta sive alterutra substitutione sive utraque 
coniunctim prorsus non variata. 


26. Quodsi loco p Qi q scribamus r — p et r — q, illi sinus tranSmutantur 
in cosinus; turn autem ipsa formula integralis erit 

Q_ T— af-g — af-i — a;’'+» + a;’'+-P 

J xlx 1 — a;®’' ’ 

cuius valor nunc erit 

7 1 

= I cos. f 1 cos. 

2r 2r 

ubi iterum manifestum est nullam mutationem oriri, sive litterae p et q valores 
habeant positives sive negatives. 

COEOLLAEIUM 1 

27. Gum igitur his casibus neutra formularum integralium P et Q inte- 
graiaenem actu admittat, eo magis notatu dignum hie occurrit, quod nihilo- 
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minus valor fractionis — absolute exprimi possit, cum per sinus sit 


. PTC 

P 


Q . 

^ sm. “ 
2r 


Cum igitur hoc casu sit a ==_p, h = q—p^ c = 2r —p — q et n = 2r, valores 
integrales pro P et Q supra (§ 12) exhibit! in sequentes abibunt formas 


=/ 






et 




x^'~^dx 


1 + ^ 


VTt 

» Sin. ^ 
P 2r 


Quicunque ergo valores exponentibus tribuantur, semper erit ~q= -~ 


Yr 


COKOLLAKIUM 2 

28. Quoniam Me loco p et q scribere licet 2r —p et 2r — q, bine quaternas 
formulas integrales exhibere possumus, ita ut pro singulis sit 


sm. 


P% 

Yr 


Q 


sm. 


qTC 

Yr 


qui quaterni valores ita se habebunt 


I. 

P 

r x^’'~^~^dx 

et 

0 i 

C x^~~'^dx 

JL 






(1— 2’’ 



(1— «'• 

11. 

P 

r x^’'~i~^dx 

et 


r x^’-p-'^dx 

JT 

e> 

I 2 








(1— a:®’') 

III. 

P 

r-( 

1 

et 

o 

r od^~^dx 

X 

f P + i 

V — ^ 

I P + U ’ 



(l_a;3r)2r 



(l-a;20 

TV 

P 

r afl-'^dx 

et 

n 

r x^’^-^-^dx 

JL Y . 

JT 

1 i+iri 

V — 




(l-a:®*-) ''■ 



(1— a:®'’) *'■ 
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OOROLLAEIUM 3 

29. Quodsi hie loco p et q scribamus r—p et r — q, quo pacto sinus 
in cosinus transmutantur, quaternas impetrabimus formulas integrales pro 
P et ^ ita comparatas, ut pro omnibus sit 


qui quatemi valores erunt 


I. 


r a-r + s-l^^ 

et 

tJ 

r oe'-^-'^dx 

I 9^ 

1 i+i-i 

+ 2r 

n. 

p= 

tj 


et 

«= 

r x^'^^~'^dx 

1 i+i±i 

1 l+l+l 

m. 

p= 


et 


r of-^-^dx 

1 ^ P+9 

I . P +9 







IV. 

p 

1 

1 

et 

Q- 

e> 

r x^'+P-'^dx 

Jr — 

(l_a;3'-) S'- 

/ t+p-1 

(1-x^’-) *'• 


quae quatemae formulae tarn pulchre inter se conspirant, ut aliter non discre- 
pent nisi ratione signorum, quibus, litterae p q sunt affectae. 


COROLLAEIUM 4 


30. Hae autem formulae prorsus sunt diversae ab illis, quas supra in 
evolutione § 14 habuimus, ubi erat ^ ^ sin. quod discrimen quo clarius 

ob oculos ponatur, loco 6 et « scribamus p et 2r, ut fiat ■^ = -^sin.— ; 

^ Q ’pit %T ^ 

turn autem fit 




dx 


et 




2r 


«-/ 


x^’'-p-^dx 


(1— a;®'') 




quae formulae actu integrationem admittent, dum colligitur 



eb Q = ^ 

2r sin. 


PTP 

2r 
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COEOLLAEIUM 5 


31. Quodsi in formnlis penultimi corollarii capiamus ^ = 0, ut fiat 
= cos. ^ , binas tantum pro hoc casu diversas formulas pro P et Q nan- 
ciscemur, quae sunt 


I. 

n. 


p= 

p= 


/: 


x^~'^dx 




I- 


3f-'^dx 




(1 — 


et 


«■' , ... 1 + — 


(1 — 


Sin autem in formulis antepenultimi corollarii statuamus q = r, ut prodeat 
^ = sin. iterum prodibunt binae formulae pro P et quae sunt 


I. 

n. 


-I 


x’'~'^dx 
A+A. 

(l-a:®'-)* *’■ 


■I 


af~^dx 


1 JL 


, ^ r xP~^dx 

et Q = j ^ 

4. r 


COEOLLAEIUM 6 


32. Quodsi in formulis Corollarii 2 statuamus q = r — p, ut fiat 
sin. = cos. habebitux ^ = tang. ~ et quaterni valores pro formulis P et ^ 
erunt 


I. 

n. 

HI. 

IV. 


p j 


et 

Q-j 

r xP~^dx 

J 

1 ,p 

' 1 p 


{i-x^’-y - 



(l-X^ry + 'r 

p i 


et 

«-J 

f' x^’'~P~'^dx 


s 

' s’ 


(l-a;20» 



(1 —x^’-y 

p_ 1 

I 

1 

et 

Q=J 

(‘ aP~'^dx 


' 1 

' 1 ’ 






P i 

f dx 

et 

«-j 

f x^'-P-^dx 

^ J 

6 p 

' 3 p 


(l-a?ry r 



(l-x^y ’• 
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raf'-'^dm (1— a:^)(l— «“) 

m TALORE FORMULAE IITTEGEALIS J 
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COEOLLAEIUM 7 

33. Pluriniiiin autem etiam intererit nosse ipsam formulam integraleni 8 
pro his casibus, quibus fit simpliciter vel = cos. vel = sin. vol 
I = tang. If, fieri pro primo 


pro secundo casn 


„ Cdx pit 

^=^JWx 27 ’ 




8 


dx xii — ^af 


xlx 


1—x 


.!r 


7 • P^ 

= I sin. 

2r 


pro tertio autem casu 


8 




J xlx 1 —x^’’ 

quae postrema formula reducitur ad banc 


tang. 


2r ’ 



of-x^-P 
! + «’• 


= I tang. 



quae est eadem integratio, quam non ita pridem ex diversissimis principiis 
elicueram.^) 

SCHOLION 

34. Postremo autem circa omnes has varias formulas integrales probe 
notetur eas, in quibus exponens denominatoris reperitur unitate maior, utpote 
incongruas reiiciendas esse, propterea quod earum valores integrati posito 
x = l evadant infiniti, quod qnidem, cum in utraque formula P et ^ simul 
eveniat, non impedit, quomiuns fractio assignatum obtineat valorem; sed 
quia eum hinc defimre non licet, etiam istiusmodi formulae optatum usurn 
non praestant. Commode autem evenit, ut plures formulae adsint, ex quibus 
valorem verum derivare liceat. 


1) Vide § 42 Commentationis 463 supra (nota 1 p. 53) laudatae. A. G. 



THEOREMES ANALYTIQUES 

EXTRAITS DE DIFFERENTES LETTRES DE M. EULER 
A M. LE MARQUIS DE CONDORCET 

Commentatio 521 indicis Enestroemiani 
M^moires de I'academie des sciences de Paris 1778 (1781), p. 603— 614 

Eesume ibidem p. 42 

RESUME 

Ces deux theoremes out ete proposes et demontres par M. Euler; run donne pour 
line valeur determinee I’expression de Tintegrale de pliisieiirs fonctions dont on ne pent 
connoitre Pintegrale pour une valeur quelconque. Quoiqu^il ne soit ici question que de 
deux fonctions, il est aise de voir que ce ne sont que des exemples d^une methode plus 
generale, qui embrasse une classe de fonctions tres-etendue. Le second tb.eoreme donne en 
un seul produit de facteurs, Texpression de la somme des carres des coefficiens de la for- 
mule du binome eleve a une puissance quelconque. La demonstration de M. Euler est 
beaucoup plus generale que Penonce du tlieoreme, puisqu^elle donne une expression sem- 
blable pour la somme des coefficiens d’une puissance du binome multipliee par les coeffi- 
ciens successifs d’une autre puissance quelconque. 

On a joint a ce memoire une autre demonstration des mgmes theor ernes, trouvee 
avant de connoitre celle de M. Euler; Fauteur de cette demonstration a esp&e qu’on ne 
le soup90nneroit pas de la presomption dWoir voulu comparer son travail a celui d’un 
grand homme, dont il s’honore d’etre Fadmirateur et le disciple. 

LETTRE DU NOVEMBRE 1775 

14 

L'integrale de cette formule, 

lx ’ 

prise depuis x = 0 jusqu’d x = l, est = I ~ 
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THEOEEMES ANALYTIQUES [603 

L’integrale cle cette fmnule, 

sf'-'^dx 

fme depuis a; = 0 j^isgu’d » = c», est =Ltang.^, ou n marque I’ angle de 
180 degres. 

LBTTRE DTI 2 PEVRIER 1776 

DEMONSTRATION DES DEUX THEOEEMES PEECEDBNS 

Soit Q une fonction quelconque des deux variables x et y, et qu’ou 
cberche la quantity Z, telle que 



ou il s’agit d’urte double integration; Tune, oti la seule x est prise pour va- 
riable, et I’autre, ou la seule y varie; la premibre devra etre etendue depuis 
x = D jusqu’k ic = l et I’autre depuis y=0 jusqu’k. y = n; par la nature de 
telles formules, on aura done d’une double manibre ou 


ou 

Maintenant, qu’on suppose 
et on aura 


^y f 





lx’ 


afin que cette integrale evanouisse lorsque y = 0. 
et nous aurons 


et paxtant 
ensuite, nous aurons 







Soit done k prbsent y = n, 


y-t-l’ 
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qui evanouit lorsque a; = 0; posant done cc = l, il en resulte 

et de Ih,, 

(expression qui disparolt lorsque «/ = 0). Qu’on fasse done ij = n, et Ton aura 
Z= l(n + 1); par cons6quent, il est eertain que cette integrale 
prise depuis a? == 0 jusqu’k a: = 1, est l(n + 1). 

Pour I’autre formule intdgrale plus compliquee que je vous avois eom- 
muniquee, j ’avois suppose 


lx ’ 


de Ik, prenant d’abord x eonstante k eause de 

./* J* = 

on aura 

J 

ee qui devient = 0 posant y = 0. Paisant done y = n, on aura 


Jqh 


et partant 


— n 

(1 + x^'”)xlx 

7— r(a;"+" — a;”-”)8a; 
J {l-\-x^"')xlx 


L’autre integration donne d’abord 




(1 + x^”‘)x ’ 

dont I’integrale doit etre etendue depuis x = 0 jusqu’k » = !; or, pour ee 
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[604—605 


caSj jai 


demontre autrefois^) que cette integrale se reduit 'a cette forme, 


3t 


2 m cos. 


2 m 


d’ou nous tirons 


■I, 


TtOtJ 


2 m cos. 


Tty 


Pour cette feme, posons 


J COS.gp J SI 


d(p 


sin. (90^+9?)’ 

dont I’integrale est 1. tang. (45“* + \(p) et partant, Z=l. tang. (45“* + qui en 
effet evanouit prenant y = 0. Faisons done, y — et nous anrons 

Z=Ltang.(45^ + ^); 

d’ou il est clair que sous les conditions pr6sentes, on aura 

— as®-”-!)?* (depuis a; = 0\ , , , 3tn\ 

J (!+»-)!, (Art * - 1 1 " *■*“*• + iJ ■ 

Par ces deux exemples, on verra aisdment que cette speculation merite 
toute I’attention des gdometres. La premifere idde qui m’a conduit 5. cette 
recLerche, etoit tir^e d’un principe entibrement different, que voici. J’avois 
considere cette fornanle 


f 


'(x— l)dx 


lx 


oil, an lieu de lx, j’ai dcrit cette valeur en supposant co infiniment 

petit, on Men 

lx = i{x* — 1), 


(suiTant VIndex d’EiiESTEOM): De valore formulae mtegralis 
J " 7-G«)“ casu quo post integrationem ponUm « = Novi eomment. acad. se. 

Petrop. 19 (1774), 1775, p. 30; Lsonbaudi Effimi Opera omnia, series I, vol. 17. A. G. 
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cn pi(?ntxnt pom i un notnbro grcind. Qu'on poso a prosont 

— ^} Oil l)icn % — z, ou il faut i‘emar(][uer quo les termes de I’integration 
x = 0 ot ;t; = 1 so reduisent b, ^ = 0 et k s = 1; cette valour etant 
substituec, transforme notre formule on celle-ci, or, la fraction 

J j| J' 

" ou bien " , so rMuit h, la serie 

0 1 1, 

1 -j- ^ _1_ __i_ ^ ^ ^ 


qui (itant niultipli(5e [par et int4gr4e, donne 

i + i+ 1 + i q. 2 + i+ 3 + • ■ • + 2^31’ 
ot, posant in ==1, la valour cberch^e sera 

J + / + i + i+2 + ih ^4 + ■ ■ ■ + 


dont la valour est 12, de sorte quo 

/ (x — 1)1) X I depiiis a: = 0 1 
lx Ijusqu’ii X — ll 


ost == 12 . 


Pour (l(unontrcr la somme de la scirie trouv^e, qu’on appellera A, on 
n’a qu’ii remarquer que 

^ === 1 + 1 q- j. 4- A q_ 4 . . . . + 

4-1+ 1+1 4 1 


* j“]"2 * i -\-3 2^ — 1 

(1 4 .i 4 ,1. 4 .1- 4 A 4 ... 4 


ob, parce que la s^rie sup4rieure contient deux fois plus de termes que I’in- 
f^rieure, on n’a qu’k soustraire chaque terme de la dernifere de la sup^rieure 
alternativement, et I’on aura 
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^=i+Y+j + i+i+i+T+l + i + i^) + - 


1 , 1 . 1 . 1 ■ 1 




i — 1 
1 


i-f" 1 


^ 2^-1 




1 2 5 4*5 6 


i 4. i_ 1. 4. i- 

A ^ n R ' 7 


+ etc. = 12. 


AUTEE THBOKEME 

En prenant les Mres a, /?, /, I etc. pour martiucr ks coiifficiens d\iu 
Unome eleve d I’eccposant n, de sorte que 


(lj^xf = l + ccx + + etc., 


on aura toujours 


1 -f- "b ”t“ "1“ — 


2 10 U ,_4« — 2 

1 ’ 2 3 4 n 


Par exemple, si n — Q, on aura a =» 6, ^ — 15, y == 20, d = 15, s == G, 
t = 1 et les suivans = 0; et partant, on aura 

l + 6^4.15* + 20* + 15^ + 6^ + l = f|-y--^f 

dent la demonstration directe me parolt extrSmement difficile. 


LETTRE DU g SEPTEMBRE 1776 
DEMONSTRATION DE OB THEOREME 
. . . en supposant 

(1 + ^!)” = 1 + 4 (t)^* + 

d’oii Ton voit que (-^^ = 1, aussi bien que et de Ik, il s’ensuit que 
(f^) {«^)’ Y^leur de la formula est 
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EX'I'RAITS DE LETTRES DE M. EULER A M. DE CONDORCET 


toujonrs egalo h, i^ero, tant dans les cas od p est un nombre negatif, que 
dans ceux on il. est un noxnbre plus grand que n, ce qui s’entend des 
nombros entiers; ensuite, on salt que la valeur developpee de ce caractere 

(;-■) 

_ n n—l n—2 n—3 n—pq-1 

1 2 3 4 p 

Cola pose, si nous passous aux coefficiens de la puissance suivante (1+^)'“^*, 
on sait qu’ou aura, 

I ( ^ )■ 

\p + 1/ \p/ ' \jp + 1/ ’ 

do sorte quo re<‘ipro(|u(nnent 

( . ^ ) + ( ^ = ('!Lti V 

+ iJ ~ \p + 2 / \p + 2J^ 


ajoutons cos deux e(jiuations ensemble, et nous aurons 

\pJ ' Vi> + 1/ ' V/) + 2/ \w + l/ ' \« + 2/ \j)4-2/’ 


de la, memo imuiiina',, nous aurons 

(j) + 1) + ^ C + 2 ) + till) ^ (p + 3 )’ 

cette Equation, a, j outdo h, la precddente, donne 

\2)/ ^ '^Vp+2/ ^ \p + 3/ \p + 2/^V + 3/ V + S/’ 

ensuite 

/ « \ J_ a ( , q L^J) I 

VjR + 1 / \p + 2 / ‘ \p + 3/”^\p + 4/ Vp + 4/’ 

qui, encore ajoutde k la prdcddente, donne 

(.") + + <Fh) + (iTi) = (^tI) + (ItI) = (fS)’ 

et de Ik, il est aisd k conclure qu’on aura en gdndral 

1 (”) + G) (. :>) + (“) (si) + (?) (j '?») + = (fr?) ■ 

10* 
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A: 


i+i+l+l+i+l+l+i+»+io+- 


2 ' 3 ‘ 4 ' ^ ^ 

1 
i’ 

— etc. 

2 3 4 5 


+ + T + 4i + ■ ■ ■ + 2i-l 


— 1 


J _ 1 1 1. 1. _ i- 4- i- _ — 4- 4- — • 4 + == 12 . 


AUTEB THBOKEME 

m premnt les lettres a, (3, y, S, etc. pour marquer les cocfficlens dun 
hinofue eleve a I’exposant n, de sorte que 


(^1 4 /pj” == 1 4 aa; + 4 4 + «tc., 


on aura foujours 


1 4 a* 4 /3* 4 4 (J* 4 etc. = 


2 £ 10 If ..4» — 2 
1 ' 2 ”3 ' 4 « 


Par exemple, si w = 6, on aura a == 6, /3 == 15, ==■ 20, rl ” 15, s 6, 

^ = 1 et les suivans =0; et partant, on aura 


1 4 6 * 4 15® 4 20® 4 15® 4 6 ® 4 1 


2 6 10 14 18 22 


1 2 3 4 5 6 

dont la demonstration directs me parolt extr&mement difficile. 


LETTRE DTI g SEPTEMBRE 1776 


DEMONSTRATION DE CE THEOREME 
. . . en supposant 

(1 + #- 1 + (i)» + + (|)^+ etc,; 

aussi Men que et de M,, il s’ensuit que 
(y) ^ (m^)’ cela, il est clair que la vjijleur de la formule eat 
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toujours egale a zero, taut dans les cas ou p est un nombre negatif, que 
dans ceux on il est un nombre plus grand que n, ce qui s’entend des 
nombres entiers; ensuite, on salt que la valeur developpee de ce caractbre 

n n—1 n— 2 n—3 w— p + 1 

Cela post's, si nous passons aux coefflciens de la puissance suivante 
on sait qu’on aura 

Vp + i/ \p/ vp-f 1/ ’ 
de sorte quo reciprtxiuement 

/ W \ / M 

^ p + 1 / v]) + 2/ Vp + 2 / ’ 

ajoutons ces deux Equations ensemble, et nous aurons 

© + ^(p+i) + = (p+ i) + (ptI) “ (ytI)’ 

de la mbme inauitiro, nous aurons 


c+i) (.Is) 

cette Equation, ajoutde ii la prec^dente, donne 


(?) + * (? I.) + 8 (?|.) + (^fa) " C”?l) + (jS) = (^)^ 


ensuite 


' (p + 1) + ^(pT2) + ^(pTa) + (pTi) “ (^)’ 

qui, encore ajouWe k la pr(5cddente, donne 

(1) + 4 + 6 (-■^) + 4 (--Ig) + (^) = + (~-^) = , 

et de Ik, il est ais4 k conclure qu’on aura en g^ndral 

1 (?) + (f ) (?|) + (?) (.1) + (?) (ils) + »*'• = (It?) ■ 

10 * 
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Yoil^ done nne progression bien generale, dont chaque terme est le produit 
de deux cogfficiens de puissances diflKrentes du binome, dont le terme gene- 
ral peut etre exprime par la formule g) , ob, mettant pour a; succes- 
sivement les nombres 0, 1, 2, 3, 4, etc., jusqu’b ce quon parvienne a des 
tenues evanouissans, la somme de toute cette progression sera infailliblement 
= C’est de lb que resulte le thdorfeme que je vous ai 
communique, en faisant m = n et jp = 0, de sorte qu il est un cas inriniment 
plus particulier que la serie que je viens de sommer ici. Dans ce cas, on 
aura cette sommation: 

or, cette formule developp^e dorme 

2« 2n — l 2m — 2 2m — 3 M + 1 
1 2 3 4 M ’ 

ce qui, comme il est aise b demontrer, est 4gal b 

2 6 10 14 4m — 2 
1 ' 2 ' 3 ‘ 4 ‘ ■ n 

n est fort remarquable que cette sommation a aussi lieu, lore m6me quo 
les exposans m et m sont des fractions quelconques, pourvu que, par la voie 
d’interpolation, on puisse assignor la juste valeur de ©t si le d^ve- 

loppement n’a pas lieu dans ce cas, il faut recourir b des formules int6grales; 
or, posant pour abreger = on aura toujours 



_ fuT^^dx 

fde a; = 0| 

\m+p/ 


1 aa: = lj 


or, si Z marque un nombre entier positif quelconque, on salt qu’il y aura 

Ju^^x = l’2-3-4:---Z, 

et de lb, on tirera 

= (A -j- 1) (A + 2) pu^dx, 
etc. 
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77 


et cette reduction aura toujours lieu, quelque nombre qu’on prenne pour X. 
Prenaut done A = — j’ai demontr4 autrefois^) qu’on aura 

et fdxVu-^Vn, 

n d(isignant la circonfdrence d’un cercle dont le diambtre =1. Maintenant, 
si Ton met m^n et p = 0, puisque les coefficiens de (1 + zf sent 

, 1 1-1 i-i-s i-i-s-s 

y y ^ | y y y 

nous en tirons cette sMe des carr^s, 




dont la somme sera 


fud x 4 

~fdxyu-fdxyu 

k, cause de 

Judx = l et J‘dxyu = ^y7t, 

ce qui s’accorde parfaitement avec la somme qu’on trouve par la voie de 
I’approximation. 


J’ai cru pouvoir joindre, ici une autre demonstration de deux des theo- 
rbmes precedens, quoique la methode qui y est employde, soit fort inferieure 
k celle de M. Eulee; mais il peut 6tre quelquefois utile de voir comment 
differentes routes peuvent conduire aux mSmes vdrites. D’ailleurs, M. Euler 
ayant daign4 honorer ces recherches de son approbation, e’est lui donner une 
marque de mon respect que de les rendre publiques. 

1) Voir § 16 et 28 du- m^nioire 421 (suiyant VIndex d’EKBaTROM): EvoluUo formulae mte- 
gvalis Jx^~'‘-dx(lx)’^~ mtegraUone a valore x = 0 ad x = l externa, Xovi comment, acad. sc. 
Petrop. 16 (1771), 1772, p. 91; Lboneardi Eolebi Opera omnia, series I, vol. 17, p. 316. Toir 
aussi § 11 du memoire 19 (suivant d’EuBSTEOM): Ee progressionilms transcendentibus, seu 

quorum termini generedes cdgebraice ^ari nequeunt, Comment, acad. so. Petrop. 6 (1730/1), 1738, 
p. 36; Lbonbabdi Eulebi Opera omnia, series I, vol. 14. A. G. 
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Soit la fonction et qu’on I’intfegre en s4rie par la methode des 

integrations par parties, on aura 

= 4- — ^ ^ 1- H V 

J lx ' X \mlx ^ niHx^ ^ mHx^ mHx*‘ ) 

Ainsi, la valeur de cette integrale, prise depuis x = B jusqu’ii x = A, sera 

^ \mlS ^ mHff ^ mHS^ ^ ^ / 


(S) 


Am f ^ I ^ _|_ _? L . V 

\mlA^ mHA^^ mHA^^ mHA*^ ) 


Pour avoir maintenant la valeur de cette fonction en m, je la diffd- 
rencie par rapport a w et j’ai pour sa valeur; 


5” 


"dm . 

m ‘ mH'B 

dm 


dm 2dm . 2- 30m 

"I I 


m^lB^ 

2dm 




'dm 

m 


mHB 

dm 

mHA 

dm 

mHA 


mHB^ 

. 2dm . 

2dm 
mHA^ 

dm 


mHB^ 
2 • 33m 

WiW 

2^Sdm 

mHA^ 

2 • 3 3m 
mHA^ 




valeur qui se reduit k 

— A”‘) 

La valeur de la serie {S) sera done 

et, si on suppose ^ = 0 et 5 = 1, [la valeur se reduit] k 

f~+C=lm-\-C 

*/ m ‘ ' 

C etant une constente inddpendante de m; par la m&me raison, on aura pour 
valeur de — , prise depuis a: = 0 jusqu’k x = l, la fonction lnA-0; 

done, la valeur prise depuis x==0 jusqu’k a: = l, sera In — lm 
ou l~- 
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On seroit parvenu k, la mfeme conclusion, sans employer les series; en 
eflfet, le probleme se r^duit ici k tronver 


f(S- 


15 lA' A ^ 


or, differenciant cette fonction par rapport k m, elle devient 

^ dA) dm = (J5“ -A”')^-^, 

comme on I’a trouv6 ci-dessus. 

On auroit anssi trouv6 imm^diatement, en cherchant la valeur de 




— S'" dB A^—A”' SaL\ 
TB ' B lA 'a)’ 


que cette fonction diff^renci^e par rapport k et k m, devient 

(B^ - A')-— (B^ ~ A”^)~ , 

dont I’int^grale est, lorsque B = 1 et A = 0, 0; mais, pour le cas de 

m = n, il est clair que cette integrate doit gtre z4ro; done (7 = 0; done I’in- 
t^grale cherchde, est egale k l^- 

Soit en g(5n4ral une fonction JXdx, que X contienne des constantes in- 
d^termin^es m, n, ... qu’on cherche des valeurs de j' Xdx', prises depuis 
x^A jusqu’k x = B, la valeur de cette fonction sera dgale k I’int^grale de 

(/s -/i -/I? • 


prise par rapport aux m, n, . . .; ainsi, toutes les fois que les fonctions 
-^~- dx, -^^ 00 , . . . seront intdgrables, la formule ci-dessus sera d4barrass4e 
de signes d’int4gration et Ton pourra chercber pour quelles valeurs de A 
et de B elle devient int4grable. 

Sur quoi nous observerons; 

1®. Que comme il faut ajouter une arbitraire k cette integrate, dans le 
cas ob Ton n’ auroit pas des moyens de la determiner, ce ne seroit pas la 
valeur de j'Xdx, prise depuis x = A jusqu’k x = B, qu’on pourroit tronver 
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par cette mettode, mais celle de f[X'dx—Xdx), X' dtant ce que devient X, 
en y mettant au lieu de m, n, ... m', n', ... 

Par exemple, soit repris I’exemple ci-dessus, od X = -j^, nous avons 
G; il est clair que lorsque m = 0, la valeur de I’intdgrale 
est ll.l — U.O] or, elle est aussi ZO+0; done, h, cause de Z1 = 0, on a 


C^-ILO, et 


f 


lx X 


= lm — ll.O', 


mais, si on n’avoit pas connu la valeur de I’intdgrale pour une particulifere 
de G seroit restd inconnu et la m^thode n’auroit donnd aucun rdsultat, 
au lieu que mSme lorsqu’on ne peut connoltre G, elle auroit toujours donn6 




2®. Que pour trouver, par cette m6thode, la valeur de X8x, il faut 
que, pour satisfaire k, I’dquation 




on ne soit pas oblige d’ajouter k la premifere int^grale, prise par rapport k 
m, une fonction de a;; d’ou il r4sulte qu’il y a encore une infinite de cas oii 
la metbode ne pouvant etre employee k trouver f X8x, peut PStre k trouver 
f(X'-X)8x. 


3®. Que pour reduire Fint^gration de fX8x k celle de f{f^^8x)dm, 
il suffit de savoir integrer J'^Sx; mais, par la m6me raison, Fintdgration 
dependra de Fintdgration de dx; en sorte qu’en gdndral, 
pourvu quon puisse trouver on pourra faire ddpendre Fintdgration 

<1® J^Xdx, d’integrales prises par rapport k 


■m. 


DEMONSTEATION DU SECOND THEOREME 
Soit maintenant la fonction 


(1 + ^)“ = 1 + A’ 2 + A" 2^ + A" 2^ q 
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nous aurons 


en sorte que le coefficient de soit At™, nous avons k prouver que 
1 + A'^ + A"^ + A'"^ -4 — 2-6-10-.-(4w- 2) . 

1-2---W ’ 

mettons n \ a la place de n et faisons 

Z+^Z=1+ A'^ + 

+ '^A'AA’ + 2 aL"^^"+ ... 

_ 2.6.10...(4w + 2) Z(4w + 2l 
l-2...(w4-l) ~ w+1 ’ 

AA' = 1, JA' = A, = 

done nous aurons 

1+ A’^+ A"^ + A"'^ + ... 

+ 2aI' + 2^'At" + 2At"^'"4- . . 

+ 1 + AL'" + At"'H 


mais 


Z(ln+2) 
«+ 1 


ou 


d’ofi 


2Z + 2 (A' + ^'At" + ^"At'" +•..) = + 


(n + 1) (At' + A' A" + A" A’" + • • •) = w (1 + + At'"* + ■ • ■) ; 

or, nous avons 


et 


A' AA" = At'* ^ At'" = At"* . . . 

A' = A'A" = A"^-^, A"A"' = ^'"*-i-, . . . 

« n—l’ n—2’ 

Substituant ces valeurs dans I’dquation ci-dessus, elle devient 


n+l 


an 


+ V ^'’+ ■ 

+ ^ a'At'* + ^ a"^"* + a'"^"'* + • . . 


= 1 -\-A'^A-A"^ + A'"^ + 

Lbonhardi Euleki Opera omnia I is Commentationes analyticae 


.11 
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a, a', a", a"... etant des coSfficiens indetemLiiids, doil, comparant tsrnie k 
terme et faisant 

1 .2 „ 3 


a = 


w+l’ 


w+l ’ 


«+l ■ 


4 

M+1’ 


on conclnera I’identite des denx formnles. 

Cette manifere d’employer la methode des co6fficiens indeterminds pent 
facilement s’etendre k differens tlieorbmes du meme genre. 



SUPPLEMENTUM CALCULI INTEGRALIS 
PEG INTEGEATIONE 
FOEMULAEUM lEEATIONALIUM 


Commentatio 539 indicis Enestroemiani 
Acta academiae scientiamm Petropolitanae 1780: I (1783), p. 3—31 

PROBLEM! 1 

1. Si functio X praeter ipsam variabilem x etiam formulam irrafionakm 

s == y(a 4- ioo) 

involvat, ita tamen, ut X sit functio rationalis Mnarum quantitatum x et s, for- 
mulam differentialem Xdx ab irrationalitate liberare. 

SOLUTIO 

Cum irrationalitas tautum in formula s = V(a-\-bx) insit, hanc tantum 
ita per idoneam substitutionem tolli oportet, ut inde valor ipsius x non fiat 
irrationalis. Hoc autem praestabitur ponendo a -\-bx = sz, ut fiat s = s et 

^ hincque dx = ^ zdz; 

quibus valoribus substitutis tota formula differentialis Xdx ad rationalem, 
novam variabilem z complectentem, perducitur. 


11 * 
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2. Si faerit 


EXEMPLUM 1 


, dx ' j 

dy = ■ _ . — seu dy 


]/(« -|- bx) 


posito y(a-{-ix) = 0 fiet 


dy=^jd 0 


et integrando = tmde facta substitutione colligitur 

y = -ry(a + bx) + G. 


3. Si faerit 


EXEMPLUM 2 


dy = dxy{a + bx) = sdx. 


samto y(a -{-bx) = 0 erit 


= edx = rrzzdz, 
b ’ 


trade integraiido fit y = et facta substitutione prodit 

y = ^{aJ^bxf-\-G. 

Qnod integrale si debeat evanescere facto x=0, fiet G = 

_ 2 (a + — 2 al/a 

^ 36 


2 al/a 

"l6 ' 


4 Si faerit 


EXEMPLUM 3 
dy^ 


y{a-\-bxy 


facta substitutione y(a -{-bx) = z erit 


dv = __ 2zed0-^2adz 

^ bh u — ’ 


ideoque 
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unde fit integrando 2/ = ^ + G et facta restitutione 


y 3 (« + '()x) — 'V{a + hx) + a = (Lix — ~a^J^C. 


5. Si fuerit 


EXEMPLUM 4 

dx 


dy 


{a + lx)i ’ 


facta substitiitione Via -\-hx) — z erit dy==^^; quae formula porro ob 


7 ^zdn 

dx—- ^ abit m 


idz 

We’ 


qua integrata fit y 


hz 


.seu facta restitutione 


y = 


lYia + hx) 


+ 0 . 


Ubi notetur pro C sumi debere [si integrale debeat evanescere facto x = 0]. 


PROBLEM! 2 

6. Bi fuerit X fmctio quaecunqm rationalis binarum quantitatum x et s 
existente 

s = y{a-\-bx), 

formulam differentialem Xdx cib irrationalitate liberare. 


SOLUTIO 

Ponatur l^(a + ut sit s = z; erit a -\-bx = e^ hincque 

Zeede 


X ■■ 


et dx ■■ 


quibus valoribus substitutis tota formula fiet rationalis. 
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7. Si faerit 


dy 


EXEMPLUM 1 
dx dx 


y(a + bx) s 

posito f^{a + &a;) = 5 ! et substitute valore bine nato dx '■ 

^ S0d0 
dy = 

unde integrando fit 


$zzdz 


erit 


T”’ 


8. Si fuerit 


EXEMPLUM 2 

dx dx 


dy 


posito Y{a-{-li^ = g fiet 
hme integrando 


f'(a + hxy ss’ 


F’ 


y — j‘ — jf{a + bx)+ C. 


9. Si faerit 
faicta substitatione fit 
bine integrando 


EXEMPLUM 3 
dy = dxf(a + hx) = sdx, 


dy- 


30^dz 

~r ’ 


^ (“ + + c. 
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PEOBLEMA 3 

10. Si fmrit X. functio ratiomlis binarwm qumtitatvm x et s existente 

s = 

formulam differenfialem Xdx ah irrationalitate liherare. 

SOLUTIO 

Ponatur y(a bx) = is, ut sit s = 2 ; erit a-{-hx = ^'‘, hinc 

z” — a j_ , nz^~'‘-de 

X = — : — et dx = — 7 — ; 

0 0 

quibus valoribas substitutis formula proposita Xdx certe flet ratioualis, si 
modo numerus exponentialis n fuerit integer. 


11. Si fuerit 


dy = w 


EXEMPLUM 1 
dx dx 


y{a + bx) s’ 

posito y(a bx) = z ob valorem inde natum dx = — ^ — 

n^-^dz 

— — , 


babebitur 


unde integrando colligimus y = + G sive restitutis valoribus 


y 


n 


W— 1 


b(n — 1 ) 


(a-^hx)’^ + C= 


n a-\-bx 
l(n—l) y{a-\-bx) 


+ ( 7 . 


EXEMPLUM 2 


12. Si fiierit 


dy 


dx dx 


y(a+hxy 
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nz” ^dz 


posito y = z et substitute valore dx— ^ 

cuius integrate dat 


iiet 




de, 


y 


n 


n — X 


b(n~X} 


(a-{-hx) " -{■ G sive y — 


n a-y-bx 

b{n — X) y (a -\-b xy 


+ a 


Ex Ms autem exemplis iam apparet integrationem non impediri, etiamsi 
exponentes « et A non fuerint numeri integri. 


PEOBLBMA 4 

13. ^ fuerit X functio mtiomlis Unartm qmntitatum x et s existenfe 

S-V{a + iV(f+gi)), 

quae formula ergo duplicem irrationalitatem involvit, formulam differentialem Xdx 
ah hoc dwpUd irratiomlitate liherare. 


SOLUTIO 

PonalOT itemm y(a + Jl/(/-+s,*))_j, sit s-r, erit snmtiB qua, 

j ^ ® + = Mnc lY (f -j- gx) = ze — a ac sumtis denuo qua- 

dratas lb(f gx) = (zz — of, unde colligitur 

Quibus Taloribus substitutis tota formula reddetur rationalis. 


COEOLLAEIUM 


14 Perspicuum est eodem modo irrationaHtatem 
multo generalius 


tolli posse, si fuerit 


s — Vla + hY^f-ygx)). 
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Posita enim hac formula = z fiet 

a-Yl)9{f+gx)=^^ et lf{f-{-gx)==z^ — a. 
Porro ¥%f gx) = {z^ — a)'"’ et hinc colligitur 


X ' 




f ideoque 

9 I’^g 


Sicque etiam hoc modo tota formula rationalis evadet. 


PEOBLEMA 5 


15. Si fuerit X functio rationalis hinarum qmntitatmi x et s existente 


s 


~t/a + hx 

y 7+^’ 


formulam differentialem Xdx ab irrationalitate Uberare. 


SOLPTIO 

Ponatur = et sumtis quadratis erit = sn hincque 


unde differentiando colligitur 


dx ' 


fez — a 

— "-t } 

o — gzis 


2bfzde — 2agede 


(l—geey 


Hisque valoribus substitutis formula proposita Xdx ad rationalitatem erit 
perducta. 


16. Si fuerit 


EXEMPLPM 1 

^ dxy{f -j- gx) 

s y{a + 'b(c) 


LsoinBU.itDi Bdmsh Opera omnia Ija CommentationeB analyticae 
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posito = ^ 

coUigitur 


— et substitute loco dx valore supra invento 


j 2{bf-aff)d0, 


quae formula, uti iam satis constat, reduci potest ad talem 



d0 


emus autem integratio vel per logarithmos vel per arcus circulates expedietur. 


EXEMPLUM 2 


17. Sit specialius 

ubi f=l, g = — 1, a = l et h = l ideoque 


4,0 dz 


y{l-x) (! + ««)* 


quibus valoribus substitutis fiet 

dy = 

Statnatur ergo 

r 4d0 

J (1 + 00 ^ l -{-00 

unde sumMs differentialibus fiet 
4 


4d0 


(1 + 00)^ 


+ 00 


■Vy 


A^A 00 B 

(1 + 00Y (1 -f- 00^ 1 + 00 


A + B + (^B — A) 00 
(1 + 0^^ 


Oportet igitur esse ^ + 5 = 4 et ^ ^ = 0 ideoque A = 2 et J? = 2; et 

fj+Tz = ^ ^ng. e, adipiscimur y = + 2 A tang. quocixca facta 

restitutione ob 1 + ^!;? = ^ obtinebitur 

1 — X 

= y (1 — tea:) 4 - 2 A tang.]/i-i^. 
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Cum igitur huius arcus tangens sit erit eius sinus =y^ et 

cosinus =]/--; anguli vero dupli sinus erit V(l — cca;) et cosinus = — x, 
unde fiet 

2 A. tang. ]/™-| = A cos. — a: = y + A sin. a;; 
quocirca integrals quaesitum erit 

P = V(1 — 

quod si ita capi debeat, ut evanescat posito a: = 0, erit (7 = — 1— A ideoque 

2/ ==y (1 — a:a;) — 1 + A sin. x. 

Turn igitur si sumatur a: = 1, fiet y = y — valor in fractionibus de- 

cimalibus dat 0,5707963. 


PROBLBMA 6 

18. Si fuerit X functio rationalis hinarwm variahilium x ef s existente 

-f/ a + hx 

formulam differentialem Xdx dd rationalitatem perducere. 


SOLUTIO 

Posito = ^ erit = hincque 


consequenter 


f + g<» 

fe” — a 
h—ge’* ’ 


X = 


dx- 


n.{if— ag)g'^~'^dg ^ 


(b-gn") 


a ! 


bisque valoribus substitutis tota formula proposita Xdx ad rationalitatem 
erit perducta. 



SUPPLEjVIENTUM calculi integralis ^ ^ 


PEOBLEMA 7 

19. Si fuerit X functio Unarum quantitatum xoo et s existente 

s = V(a-\-ixx), 

formulam differenfialem ab irrationalitate liberare. 


SOLUTIO 

Ponamus S‘ = y(a-\-hxx) = 2 ", erit a bxx — 22 , hinc 

22 — a 

XX = — I — , 

0 


et quia in functione X tantum quadratum xx eiusque ergo potestates pares 
oecurrunt, liac substitutione iam functio X evadet rationalis. Sumtis vero 
logajrithmis 2lx = 1(22 — a) — Ih differentiando fit ideoque 

dx 2d2 

X 22 — a 


j 

Hoc ergo modo formula proposita X— prorsus reddetur rationalis 


20. Si fuerit 


erit 


dy 


EXEMPLUM 1 

j xdx 

ay = -~ , 

Via-^hxx) 

dx XX XX dx 


X y{a-\-'bxx) s X 
Posito ergo y{a-\-bxx) = 2 erit 


T d0 

dy-j; 


^ b b 


unde coUigitur int^rando 
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21. Si fuerit 


dy-- 


EXEMPLUM 2 

3?dx dx a;* 


y(a-\-hxx) X s 

ponendo Y(a -\-bxx) = 0 , ut sit 

XX = 

b 

erit 


1 


X a 


dy == ^d 0{00 — a) 


hincque integrando adipiscimur y = — 3«); unde facta restitutione 

prodibit integrate quaesituru 


22. Si fuerit 


bxx — 'ia , , N , ^ 
y = — — y(a -f hxx) + G. 


EXEMPLUM 3 

x^dx 


dy = 


y{a -t- bxxy ’ 

erit dy = hinc posito y{a -\-'bx^ = s = s fiet 

, dz zz — a 

unde sumto integrali fiet *l'^®circa fiicta restitutione resultat 

2a-\-bxx 


y 


bby(a-\-bxx) 


+ G. 


PEOBLEMA 8 

23. Si fuerit X. functio ratiomlis binarum quantitatum of et s existente 

s — ^(<1 -}“ bsf'), 

/7 /y* 

formulem differentialem X- ad raUmcditatem perducere. 
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SOLUTIO 

Posito s = Via + hdf) = z fiet a + = /" et 

0”‘—a 


0C‘ = 


i 


Quia igitar in fnnctione X tantum potestas a:” occurrit, ea rationalis red- 
detur, si lii valores substituantur. Turn vero sumtis logarithmis babebitur 


et differentiando 


nix = — a) — lb 

dx mz^~''-d2 


X n( 0 '^ — a)’ 

sicque tota fomiula proposita fiet rationalis. 


24. Sit 


dy== 


EXBMPLUM 

x”~^dx dx a:” 


Yia + hx”) X s 

factaque substitutione orietur haec aequatio 
qua int^ata prodibit 

y-n 

siye 


In ’ 




y = 


m 


a + i>a;" 


nh{m — l) YXa+hX") 


Z+G. 


PROBLEMA 9 

26. Si fmrU X fwmtio rationalis quanfitattm xx et s existente 

s == 

^ f+gxx ’ 

formOam HffermlUm db wratimdUate Uberme. 
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SOLUTIO 


Ponatur s= ^ritque hinc 


XX = 


f+gxx 
fes — a 


b—gez’ 

unde functio X. penitus fit rationalis. Porro snintis logarithmis 

2lx = l{fzz — d) — l(b — gzz) 

differentietur, ut prodeat 


unde fit 


2 da; ^ 2fzdz 2gzdz _ 2(&f— ag)gdz 

X fee — a 'I — gze ~ {fzz — a)(l}—gzzy 

dx (pf— ag)zd z 

X {fzz — a){b—gzz)’ 


sicque tota formula differentialis fiet rationalis. 
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26. Si fuerit 


dy 


EXEMPLUM 
dx 


y{f-^gxx)' 


repraeaentemus hanc formulam ita 

dx X 


dy 


dx / 

/r ' ■/* - 


XX 


X y {f+ gxx) X ^ f-j-gxx 

, ita ut c 


Hie ergo erit a = 0, 5 = 1 et 2 ; = — 


dy = - 


dz 


-gzz 


zdx 


erit autem 


cuius formulae integratio per logarithmos expedietur, si fuerit g numerus 
positivus; sin autem fuerit negativus, per arcus circulares absolvetur. 

Sit igitur 1® g = -{-hh\ erit 

j de 

^y~i-bbzz 

ideoque 




1 ,lH-6i 
iVl-bz 
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et restitutis valoribus supra indicatis erit 

_ 1 ^ V'(/'+ ^'bxx) + ?>a; __ 1 j V (/+ iixx) + lx 
^ ~ny(f+bhxx)-bx~' h Yf 

Sit 2" g quantitas negativa, puta g = — W, erit 


unde colligitur 


, dz 1 bdz 

^ l-{-bb3z b l-\-bbzs’ 


y = i A tang. Iz = — A tang. • 

^ 6 ® 5 ® Yif-bbxx) 


Ubi manifestum est f esse debere quantitatem positivam, quia alioquin for- 
mula differentialis esset imaginaria. 

COEOLLARIUM 

27. H inc ergo, si proponatur formula 


ubi f= 1 et ^ = 1, ex casu priore ob J = -f- 1 erit 


At si fuerit 




dy = 


Yil — xx)’ 


ubi / = 1 et = — 1, colligitur ex casu posteriore y = A tang. — - — , unde 
concluditur V (i — 


'ax . . ^ / 

= A sin. a; = A cos. 1/ (1 - 0)4 


PEOBLEMA 10 

28. Si fmrit X fvmtio ratimalis qumtitatwm a;" et s existente 

s = l” /^ + 

y f+ys,f‘’ 

formutm differentiakm ratimalem efficere. 
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SOLUTIO 

Ponatur eritque ^5=^, hinc 


X' 


f+ i/a:'* 
b — gz'^ ’ 


turn autem sumtis logarithmis erit 

nix = l(f 2 ^ — a) — l(b — gs^) 


et difi'erentiando 


da; fz”~J-dz_ g^-^dz (bf—ag)z'^-^^dz 

X fz”' — a b — gz” ’ 


quibus valoribus substitutis formula proposita fit rationalis. 


PEOBLBMA 11 

29. Si fuerit X functio rationalis iinarum quantitatum x’' et s existente 


f+gx” 


dx 

formulam differentialem X — ah omni irmtionalitate liherare. 

X 


SOLUTIO 

Statuatur s — eritque unde fit 

' f + gar ^ f+9x'‘ ’ 






b — gz' 


m ^ 


hinc sumtis logarithmis erit 

nix = liff' — o) — l{b — gf'), 


hinc dififerentiando 
ideoque 


ndx m(bf— ag) z'^~^dz 
X (/>’" — a)(b— gz”*) 

dx m(bf — ag)^~^dz^ 

X n(fz”'—a)Q)—g^y 


quibus valoribus substitutis irrationahtas formulae propositae penitus tollitur. 

Lbouhabm Eulbei Opera otnnia Ii8 Commentationes analyticae 13 
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PEOBLBMl 12 

30. fuerit X fimctio ratiomlis gmecunque Umrmi qmntUatum x et s 

existenie , . 

s=y{a-\- ^x-\-yxx), 

formiilain differenticdeM Xdx ad rcitionalitatem perducere. 

SOLUTIO 

Hie duos casus a se invicem distingui convenit, prout y fuerit vel quan- 
titas positiva vel negativa. 

1. Sit y quantitas positiva ac ponatur y = cc et /9 = 2&c, ut habeatur 

s = y(a + 2hcx + ccxx) = V(a — bl (h cx)^), 

ubi loco a — bh brevitatis ergo scribatur e, ut sit s==y[e-\- (b codf). lam 
statuatur s — b-\-cx-\-z eritque 

ss = e + (& + cxy = (& + ca:)* + 2(& + cx)z + 

uude sequitur 


Q — = 2z(b + cx) sive b cx = 


e — sz 


bincque coUigitur 


e — z0 h 

X = seu X == 

"icz c 


20 

e — 2b0 — 00 

2C0 


Aequatio autem & + ca; = difierentiata praebet 

cdx == — — — = — 

2zz 9 

tmde deducitur 


at ob b-\- cx 


e — Z 0 
~ 20 


fiet 


200 2 
dx 

e+00 


200 


d0{e + 00 )^ 

2 c 00 ’ 


s = 


20 


His er^ valoribus substitutis formula nostra Xdx reddetur rationaUs. Post- 
q^ igitur eius integrale fuerit inventum, loco ^ valor ante inventus 
y {p + (p + cxf) — h — CX erit substituendus. 
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n. Sin autem ‘y fuerit qnantitas negatiya, ponatur y — — cc et/3 = 21 c, 

ut habeatur ’ 

s = V(a — 2bcx — ccxx) == ]/(a — + cxf), 

ubi evidens est quantitatem a -|- necessario esse debere positivam, quia 
alioquin s evaderet imaginarium. Quamobrem ponamus brevitatis gratia 
a -^bb == aa, ut fiat s = ’|/(aa — (6 + ad quam formam rationalem effi- 
ciendain statuamus 

y (aa — (& -f- cx)^ = a — (J -|- cx) 0 , 
unde sumtis quadratis erit 

aa — (& + cxy =• aa — 2az(b -j- cx) + (ft -f- cocfzz, 
quae aequatio reducitur ad banc 


unde reperitur 


ideoque 


— (b. cx) = — 2 a 2 + (6 4- cx)zz, 




cx == 


2 az 
1 -j~00 


c{l 


Ilia autem aequatio differentiata dat 


unde fit 


cdx 


2adz(l+00) — iazzdz 2ad0(l — 00) 


dx == 


2ad0(l —00) 
c(l-\-00y 


Porro autem cum sit s = a — (b -{-cx)z, ob b -\-cx = erit 


1+00 


quocirca, si loco x, s et dx invent! hi valores substituantur, formula propo- 
sita differentialis Xdx evadet rationalis et per variabilem z exprimetur; 
cuius integrale postquam fuerit inventum, loco z ubique eius restituatur 
valor assumtus 

a—y(aa — (f>-\- cx)^) 

g ~ 


et integrale obtinebitur per solam variabilem x expressum. 


13 * 
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[19—20 


31. Si fuerit 


dy 


EXEMPLUM 1 

dx 


y'(e + (6 + ca;)®) 
quae formula ad casum priorem pertinet, erit 


ob 


dx ■■ 


, dx ^ 

y s cz 


dB{e-^es) ^ _ e + zz 

2 czz 2 z ’ 


cuius integrale est y = — j restitute ergo valore 

z = y(e + (& + exf) — b — cx 

ent 

2/ = - Iz ()/(e + (& -{- exf) — b — cx) + C-, 

6 

quod iutegrale si evanescere debeat posito x = Q, fiet 

C=iz(l/(e + 6&)-j). 

COEOLLAEIUM 

32. Si ponatur 6 •= 0 et c = 1 sive 

, dx 

... ^ l/(« + a:a:)’ 

ent mtegraJe 

y = — l (l/(e + xx) — x)-{-iye = l , 

y{e + xx) — x 

quae formula reducitur ad hanc 

,]/(c±£^±£ 

ye 


Cum vero porro sit d.y(e 4- xx) = 


SC doc 

]/(« + xx) 


, erit 
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Si igitur hae duae formulae combinentur, habebitur ista integratio no- 
tatu digna 


33. Sit 


dy 


EXEMPLUM 2 

dx 


l/(aa — (6 + ca:)*)’ 


c(l+ggiy 

dx 2 


1+es ’ 


dy- 


c l-{-eg’ 


2 

unde fit integrando y —--kimg.z. Quia igitur est 


e = 


erit 


a — y {aa — (b + cx)^) 
h + cx ’ 


2 A j. a—Viaa—Oj + cxy) , ^ 
!,--Atag, U+c. 


quae formula ad casum secundum est referenda, ita ut sit dy = ~- Cum 
igitur sit 

iio - et 

erit 


COEOLLARIUM 

34. Sit igitur iterum fi — 0 et c = 1 seu formula differentialis proposita 

dy = 

reperieturque 

o A i a — Viaa — xx) , ^ 

2 / -= 2 A tang. C. 


dx 


'^{aa — xx) 


X 


Quia igitur tangens buius arcus est - — — — , tangens dupli arcus erit 


■)/(aa — ««) 


, ita ut sit 


y = A tang. 


X 


y(aa — xx) ’ 
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SUPPLEMENTUM OALCUl,! INTEGEALIS 


[21-22 


huius autem arcus sinus erit ^ sicque integrale quaesitum 


A 


, - = A sin. - 

y{aa — xx) ® 


Quia porro d.y[aa — xx) 


xdx 


)/(aa — xx) 


/ xdx 
V(aa — n 


y(aa—xx) 

quocirca ista generalior conficitur integratio 


, erit 


V(aa — xx)^ 


CAdx + Bxdx Vi - 

J ~Wa-xxT ^ 


PEOBLEMA 13 

35 . Si fuerit V functio ratiomlia Umrwm qmntitatum v’^ et s existcnte 

s = y'(a 4 - 

formtdam differentiakm Vv^-^dv cib irratknalitate liberare. 


Ponatur v" = a:; erit 


SOLUTIO 


dx 


s = /(a 4 - / 3 a; + xx) et v^-'^dv ■ 

T,- . . ” ’ 

\ ’’““™ qumtita,tum X et s emtenie 

^-Yiu + ^x + fxx) ot formula ab irrationalitete liberanda erit aui 

IZ^oZr “ eaude«\aUit 

SCHOLION 

quae quid^^t 

gud Beet; in quo T’ 

e^e^pla qnaedanr parrionlaria L“i™ 
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. EXEMPLUM 1 

37. Si proposiia fuerit Jiaec formula irrationalis 

dx(i +xx) 


dP: 


dm integrale P imestigare. 


(l—xx)y(i + x^y 


Si quis Me eiusmodi uti vellet substitutione, qua formula ^(l + a:*) ad 
ratioiialitatem perduceretur, oleum et operam esset perditurus; interim. tamen 
singular! artificio sequens substitutio negotium conficere poterit. Statuatur 


xy2 

i — xx 


=P 


eritque 1 Mnc 




turn voro erit differentiando 

dp 

ex (][uibus valoribus colligitur 

dp 


da: 1/2(1 +a;a 5 ) 


da: 1/2(1 -\-xx) 


y(l+pp) (1— a:a:)l/(l + a:*)’ 

quae feliciter cum formula ipsa proposita convenit, ita ut sit 

iP^^^dPy^ sive dP = ~- ■, 

y{i+pp) ys y(i+pp) 

unde colligitur integrando 

P-^i{V0+pt)+i)- 

Quare si loco p et y(l+i?i5) valores dati substituantur, baec obtinetur inte- 
gratio satis memorabilis 

p C drc(l+a:a:) _ 1 ^ y{l + 3^) + xy2 
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SUPPLBMENTUM CALCULI INTE6EALIS 


EXEMPLUM 2 

38. Si proposita fuerit haec formula irrationalis 

dz{l — xx) 


eius integrale Q investigare. 

Ad hoc praestandum fiat 


(i+xx)y{l+x*‘y 


xy'2 


= ? 


eritque 

tnm vero erit 
atque hinc colligitur 


l-j-xx 

^ dx(l — xx)y2 


dq ■■ 


(l + a:a:)» 


dq 




■/(! — 22 ) (1 + xx)y(l + a^) 


unde fit 

, 

1/2 J 1/(1 - qq) 1/2 

Eestituto ergo pro q valore assumto ista obtinebitur integratio 


Q = ^ f . — - = -^Asin.g'. 

T/2 J Vi\ — 1/2 ^ 




dxjl —xx) 


I . . xy2 
— Asm. — - 


{l^xx)y{l-\-3f) 1/2 'l + xx 


SCHOLION 

39. Cum istae duae formulae 


dx(l + xx)y2 


et 


dj;(l —xx)y2 


(l-xx)y(l + x^) {l+xx)y{iyaf) 

perductae sint ad has simplices 

dp dq 

et 


y{l+pp) l/(l-22)' 
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PRO INTEGRATIONS EORMULARUM lERATIONALIUM 

(juarum utraq^u© facile ab irrationalitate liberatur, istae ipsae formulae pro- 
positae ope idoneae substitutionis ab irrationalitate liberari possunt; unde 
mirum non est eartiin integralia sive per logaritbmum sive per arcum cir- 
culareiu exhiberi potuisse. Satis enim iam est ostensum omnium formula- 
rum differentialium rationalium integralia semper vel per logaritbmos et 
arcus circulares vel adeo algebraic© exhiberi posse; quod igitur etiam de 
illis formulis irrationalibus est tenendum, quas certae substitutionis ope ad 
rationalitatem perducere licet. Unde vicissim plures Geometrae concluserunt, 
si quae formula dififerentialis nullo plane mode ab irrationalitate liberari 
queat, turn eius integral© etiam neque per logaritbmos nec arcus circulares, 
multo minus algebraic© exprimi posse, sed ad aliud genus quantitatum tran- 
scendentium referri oportere. Ceterum combinatio duorum praecedentium 
exemplorum manuducit ad solutionem sequentium. 

EXEMPLUM 3 

40. Si ^oposita fuerif Jiaec formula differentialis 



eius integrale imenire. 

Hanc formulam per neutram substitutionem ante usurpatam rationalem 
redder© licet, utraque tamen iuncta negotium confici poterit; namque eius 
integrale per logarithmos et arcus circulares sequent! artificio expedietur. 
Formula enim proposita in binas sequentes partes discerpi potest, quae sunt 

, \dx(l->rxx) ^dx{l — xx) 

^ (l—xx)y{l-\-oif) (1 + a5*)’ 

quippe quarum summa ipsam formulam nostram propositam producit; 
prodit enim 

d B, + x xy+ ^dx( l—xxy dx(i -t-x*) _ ^ dxy{i + x^) 

^ ~(l — s^)yll + x^) (1 —a;*) ]/(! + «*) 1—x^ 

Quodsi ergo duo praecedentia exempla in subsidium yocentur, manifesto fiet 
dg consequenter integrale quaesitum erit y = ^pj^^ Q, 

Lkojkhardi ButKKi Opera omaia I is Commentationes analyticae 


14 
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SDPPLEMENTUM CALCULI INTBGRALIS 


[25—26 


quod sequenti modo exprimere licebit 



2j/2 1 2J^2 


a; 1/2 _ 
1 + xx 


EXEMPLUM 4 

41. Si propodta fuerit haec formula differentialis 

, xxdx 

eius integrak investigare. 

Haec formula sinn'li modo ac praecedens tractari potest; discerpatur 
enim in sequentes duas partes 

^dx(l+xx) {dx{l — x x) 

{l — xi^y(l-\-x^) {1 xx)y {l ^ xf)’ 


quippe quae coniunctae producunt 


, \dx{\-\-xxy—\dx(l—xxf 

^ ii-x^)y(i+x^) 


^dx.-ixx 


xxdx 


(1 — aj*) 1/(1 + a/) (i — x^) y{i+x^y 


quae cum sit ipsa formula proposita, erit ex praecedentibus exemplis 
= consequenter = — hinc integrale quaesitum ita 

reperietur expressum 


f-. 


xxdx 


(l-a^)p'(l + a^) 


1 j y{i+xf‘)+xy2 

4y2 1 — xx 


1 

41/2 


A sin. 


xy2 

1 -j- XX 


SCHOLION 

42. Haec duo postrema exempla si nullo plane modo ope cuiuspiam 
substitutionis ad rationalitatem perduci possent, insigne praeberent documen- 
tum, quod conclusio supra memorata quandoque fallere possit. Ee autem 
a^ntius perpensa inveni omnia haec quatuor exempla ope unicae substitu- 
tionis immediate ad rationalitatem perduci ideoque integrari posse; id quod 
ostendisse utique operae erit pretium. 
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ALIA EESOLUTIO QUATUOE POSTEEMOEUM EXEMPLOEUM 
43. Statuatur pro primo exemplo 

a;'|/2 

1 / 

eritque 




turn vero 

unde fit 


y(l + t;^) = 4±£^; 


/(I — vv) = 


1 — ccx 


-j/l+VV 1+XX , 1 

Vr-v^-i-xi ** 

At differentiando adipiscimur 




dv ■■ 


da;( l — a^)]/2 

(i+x*y\/ir+^)' 


Cum nunc sit = V{l — v*), erit dv = si 

^ + ® ^ y(i+x*) 


sive 


dv 


dxf/2 


V(i-v^) y(i+x^y 

quae aequalitas maxime est notatu digna. Quodsi iam haec aequatio multi- 
plicetur per , nascetur haec aequatio 


sicque erit 
Deinde aequatio 


dv dx(l -i-xx)y2 

l-vv~ (i-ccx) ]/(l + x^) 


J fl- 


dx(l -j-xx) 


(i—xx)y(i+x^) y2' 


dv 


r dv 

_ 1 

/ l^vv 

21/2 


dx 


y2 y(i—v*) y(i+a^) 


multiplicetur per Y 


1 — VV 1 — £00) 

l’-\~VV t-\- XX 


ac prodibit formula exempli secundi 


Cdx^x) ■ 

•j {i-\-xx)y{i-\-x*) y2’d y2 


U*- 
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SUPPLEMENTUM CALCULI mTEGRALIS 


[27—28 


Porro eadem aequatio 

1 dv dx 

]/2 y {I 

dividatur per 1^(1 — v^) = et prodibit 

1 dv dxy(l + x^) ^ 

|/2 l-v* 1-x^ ’ 

quae est ipsa formula exempli tertii, ita ut iam sit 


rdxy(l + x^) ^ 1 r dv 1 r dv 

1—x^ y2^ 1 — v^ ^y^fj i-j-vv 

quod integrale cum ante invento egregie eonyenit. 
tio Me inyenta 


■ 1 r dv 

2]/2t/ 1 — vv’ 

Tandem postrema aequa- 


1 dv _ dxy(i + a^) 
y2 1 — v* 1— a;* 


ducatur in vv 


2xx 


1 + ^ 


s, ut prodeat 


1 vvdv 2xxdxy(l+o (!<-) 2xxdx 

1/2 1-v^ ~(l-x*)(l+x^j (l-:r*)'l/(l+^’ 

unde pro exemplo quarto coUigitur 

f — 1 f dv , 1 r dv 
^(i-x^yyii+x^) 2y2Ji-v^ iy2JT+^v'^^Jn:y^’ 

mide, cum sit = erit 

y(i + X*) 

/i^' - 1 i _ I 

® 2 y{i+3f)-xy2 2 (i-ic«)* 

__ ^ ^(1 +a/) +0:1/2 

Deinde yero est '^ — xx 

/rliS- - A W- » A sin. _ A si„. ^2 

y{i+vv) 1 


+ XX 
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SCHOLION 

44. Quanquam autem haec quatuor exempla ad rationalitatem reducere 
licuit, tamen conclusio supra memorata, quod orunes formulae integrales, 
quae nullo mode rationales effici queant, ad aliud pertiueant transcenden- 
tium genus neque per solos logarithmos et arcus circulares expediri possint, 
non solum manet suspecta, sed etiam falsitas eius evidenter ob oculos poni 
potest. Sit enim functio 

^ I I G ^ 

y{l + x^ |/(l + a;*) f(l + x^y 

turn certe formula differentialis Xdx nullo modo ad rationalitatem perduci 
poterit; interim tamen singulae eius partes 

adx bdx cdx 

Vii+a>xy y{i+x^) ® W+^) 

seorsim rationales effici et integralia per logarithmos et arcus circulares ex- 
hiberi possunt. Coronidis loco hie sequens problema notatu dignum adiun- 
gamus. 


PEOBLEMA 14 

45. Formularum integralium 

/ dx r dv 

JVii-v*) 

valores per series imestigare pro casibus, guibus ponifur tarn «> == 1 quam x = l. 

SOLUTIO 

Cum posito V = supra fecimus, evidens sit sumto x — 0 

fore etiam ^; = 0 et sumto x = l fore v = l, ita ut hae duae quantitates x 
et V simul evanescant et simul unitati aequentur , hinc deducimus istam 
aequationem differentialem attentione dignissimam 

1 dv dx 

72 V(i— 
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quas ergo ambas formulas in series converti oportet; erit autem 

1 _ (1 _ 1 + + etc 


et 




= (1 + 1 - i^‘+ 1:1 + e*c. 

Ilia iam per dv multiplicata et integrata praebet 

f — y -L A, 4 - J-j- 4- ^ ^ 4- etc. , 

Jj7^“^+2.5^+2.4-9^+2.4.6.13 

luidG posito V — \ valor huiiis intogralis 6rit 

^ "t'sTs’t' 2-4-9'^2-4-6-13”^2-4-6-8-17’^ ’’ 

quatn seriem littera A. indicemus. Simili modo altera series in dx ducta et 
integrata producit 


I, 


y(l + 3f) ^ 2 - 6 ^^ 2 - 4 - 9 ^ 2 - 4 - 6 - 13 ^ ^ ’’ 


cuius Talor facto a; =1 erit 

^ 1 , 1-3 1 - 3-5 , 1 - 3 - 5-7 , 

2 - 5 ~ 2 - 4-9 2 - 4 - 6-13 ~ 2 - 4 - 6 - 8-17 ’ 

quern littera B designemus, ita ut sit B = ^ sive A = By2, unde patet 

y2 

priorem seriem se habere ad posteriorem ut /2:1. 


SCHOLION 

etiam hoc modo per seriem in- 

y(i — ■»*) ^ 

vestigari potest. Cum sit 

1 (1 + vvT^ 


et 


y(i — »*) y(i —vv) 


2-4 


2 - 4-6 


+ etc. , 
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notetur esse C -—^ — = — . 

J y{l — vv) 2 

ponatur 


I 


■|/(l —-y-y) 


Deinde pro integratione reliquorum terminorura 

^ J y{i-vv) 


quae aequatio differentiata dat 


.,»!+ 2 


(w + 1) jLi?”y(i — vv) 


J_^n + 3 ^ 


unde per ^/(l — vv) multiplicando prodit 


= (n + l)Av’‘ — (« + l)^v”+® — + Bv\ 


Hiuc termini, in quibus inest v^*^, inter se aequati praebent 1 = — (n-^2)A 
ideoque A = — -^-^, termini vero v^ continentes praebent 0 = (» + 1 )aL+ JB, 
unde fit jB = , ita ut in genere sit 



]/(l — vt;) 


^^^y(i-vv) + ^±^ 

fi 2 Yi 2 


I 


v^dv 


y(i —vv) 


quod integrale, uti requiritur, evanescit posito v = 0. 
eritque 



y{i—vv) 


nj-l r v^dv 
nA^J y{l — vv)’ 


Ponatur nunc v — 1 


hinc ergo pro n scribendo successive valores 0, 2, 4, 6, 8 etc. erit 


1. 

11. 

HI. 


/ vvdv 
y(i—vv) 


/ v*d‘i 

I- 


y{i--vv) 

'o^dv 
Yil — vv) 


2 

£ 

4 

6 


% 

2 

1 % 
22 ' 

^ i. £ 

4 2 2 


etc., 
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quibus valoribus adbibitis erit casu v 1 

dv 5E , l>-3* ® 1^.3®.5^ ^ 


/ 


y(l-v*‘) 2 2*' 2 22-4*' 2 2 *- 42 . 6® 2 

l^-s^ -(S.aS.ss 


“I" gIc. 


1^ 1^-3^ P-3^-5=* , l«-3^-5^-7^ 

22-4®-6^"^ 2^-42-62-8^ /’ 

ita ut sit ex problemate praecedente 

. 1^ , 1^-3^ 1 ^.3^. 5^ , \ 

+ etc. — - 2(^1 “ 2 ^"^ 2 * -4® 2 ^- 42 - 6 ^“'~' v’ 


1_^+ 1-3 


1 - 3-5 


2 - 5 *^ 2 - 4-9 2 - 4 - 9-13 

unde fit 


1-3 


l-S-S 


X 

~2 


'2-5'‘“2-4-9 2-4-9-13 


+ etc. 


12 , " 1*732 

~¥"^ 2*.4* 2'‘*4*-6* 



NOYA METHODUS lOTEGEANDI 
EOEMULAS DIEEEEENTIALES EATIOJSTALES 
SINE SUBSIDIO QUANTITATUM IMAGINAEIAEUM 


Oommentatio 572 indicis Enestroemiaih 
Acta academiae scientiarum Petropolitanae 1781: I, 1784, p. tS— 47 


THEOREMA 1 


1. Si fuerit 


XX — ^X cos. CO + 1 = 0, 

turn omnes potestates ipsius x reduci poterunt ad formam simplicem 

ax -j- 


DEMONSTRATIO 

Cum sit cco; — 2a; cos. CO + 1 = 0, erit 0 ;^+* = cos. co — a:^; unde si 
potestates et ad formam praescriptam ax-{-^ redigi queant, turn 
etiam potestas per eandem formam exprimi poterit. Incipiamus igitur 
a potestatibus infimis, quas ita exhibeamus 

2 x sin. (o cos. co — sin. co x sin. 2 cd — sin. 0 

sin. 0 sin. 0 

His igitur constitutis, cum sit 

2 cos. CO sin. Aco = sin, (A -f- 1) «> + sin- — 1) co, 

Leonhardi Euleri opera omnia lis Commentationes analyticae 15 


X 


X Sin. CO 
sin. 0 


et XX = 
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2iJ0VA METHODUS IKTEGEANDI FORMULAS DIFFEBENTI ALE S 


[4-5 


ex Ms duabus formulis facile eliciemus sequentes 

sin. 3 0 ? — sin. 2a) 


^ - X sin. 4 03 — sin. 3 o) 

a:^= 2a?® cos. to — a;a: = 


hocque modo quousque libuerit progredi licet; atque 
dimus fore 


iCsin'-Mta — sin. (» — !)<» 

af = : , 

sm. (D 


Mnc in genere conclu' 


quae ergo expressio formam habet aa? + jd. 


2. Cum sit 


COEOLLAEroM 1 


sin. (n — 1) CO = sin. wto cos. to — cos. nco sin. to, 
hoc valore substitute fiet 


„ X — eos. 03 . , 

a? = — : sm. wco 4- cos. nw, 

sm. 03 

quamobrem si fuerit a?a? — 2a? cos. to + 1 = 0, pro omnibus potestatibus ipsius a? 
habebimus hanc reductionem 

_ a? — cos. 03 . , 

a? = — ^ sin. wco + cos. wto, 

. . sm. 03 


qua forma deinceps potissimum utemur. 


COEOLLAEIUM 2 

3. Hinc igitur erit 


et 


hA.n. 37 ■“ COS» O • /t I \ \ 

25 * = - ^ sm. (* 4- w) CO + cos. {h-\- n) CO 


a?*-“ = 


X — cos. o 


sin . {h — n)o)-\- cos . (h — n) co, 


sm. CD 
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quare his formulis addendis ob 

sin. (A: -)- w) 0 ) + sin. (h — co = 2 sin. hva cos. nw 
cos. (k n)(o cos. (k — «) co = 2 cos. kco cos. nco 


et 

fiet 


+ « — K ' 2(x COS. o) 


+ « a;*-” = 


sm. CO 


sin. kw cos. nco + 2 cos. kco cos. nco 


sive 


et 


^i+B _j_ ^ B _ 2 cos. WO) sin. A:co + cos.A:cwV 

V sm. CO ‘ J 

COEOLLARIUM 3 

4. Sin autem potestatem posteriorem a priore subtrahamus, ob 
sin. (k-{- n) CO — sin. (k — n^co = 2 cos. kco sin. nco 


babebimus 

hoc est 


cos. (k n)co — cos. (k — n)co = — 2 sin. kco sin. nco 

k4~n k — vL 2 (cC — COS. £0^ 7 . ^ 1 , 

cr^ — cc == — — ; cos. kco sin. nco — 2 sm. kco sm. nco ; 


sin. CO 


2; J- « ^ COS. CO 7 

— ic* ” = 2 sm. nco i — cos. kco 


sm. (0 


sin. kco^. 


COEOLLAEIUM 4 


5. Etiamsi nostra demonstratio tantum ad potestates integras ipsius a> 
perduxit, tamen ex indole harum formarum facile intelligitur eas etiam pro 
exponentibus fractis vel adeo irrationalibus locum habere, quandoquidem in 
ipsis his formulis nihil inest, quod tantum ad valores integros exponentis n 
restringatur; turn vero etiam nihil impedit, quominus exponent! n valores 
negativi tribuantur. Si enim verb! gratia sumamus » = y , per formulam 
Corollarii 1 esse debet 


,/ cc — cos. <0 . 1 , 1 

Yx = — ^ sm. CO + cos. — CO, 

sm. CO 2 ' 2 ’ 


unde sumtis quadratis ob 

(a> — cos. co)’ = ivco — 2x cos. co + cos. co® 


sm. co' 


16 * 




SCHOLION 

6. Formulae, quas Me sumus adepti, egregie couveniunt cum iis, quas 
calculus imagiuariorum suppeditat. Cum enim aequatio xoo — 2x cos. w + 1 = ^ 
contmeat has radices 

X = cos. 0 ) + siu. CO 1 , 

erit, uti in analysi est ostensum, 

x” = cos. Mco + sin. nco ]/— 1; 

quare cum sit 

af — cos. w CO = + sin. w CO — 1 et x — cos. co = + sin. co V — 1, 
ilia forma per hanc diYisa daMt 


of — cos. « tt) sin. ncD 

X — cos. m sin. <o ’ 

unde sequitur fore 

... « — COS.O) . 

X — cos.wco = — : sin. wco, 

sm. to 

prorsus uti in CoroUario 1 invenimus. 

Ceterum nostrum theorema generalius proponi et ad aequationem 

XX — 2 ax cos. CO -j- aa = 0 
extendi potuisset; turn enim prodiisset 



X 
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quae formulae a prioribus non discrepant, nisi quod hie littera a homogenei- 
tatem dimensionum expleat. Hae scilicet formulae ex illis immediate sequen- 
tur, si ibi loco x scribatur sed brevitati et concinnitati consulentes eius- 
modi tantum casus evolvemus, in quibus pro a commode unitatem scribere 
liceat. 


THEOEEMA 2 


7. Si fuerif. . 

XX — 2x cos. CO + 1 = Oj 

omnes functiones rationales integrae, qmecunque potestates ipsius x in its occur- 
remt, semper reduci posswnt ad hanc for mam simplicem 

ax + /?• 


DEMONSTEATIO 

Si functio proposita iam penitus fuerit evoluta, ita ut nullos factores 
complectatur, turn ea ope reductionis 


„ 35 — eOS. 0) . , 

ic == — ; sm. nco + cos. noj 

sm. m 

sponte redigitur ad talem formam — — + (?. Verum si functio propo- 
sita duobus constet factoribus, veluti Pp, ac per istam reductionem prodierit 


T, — cos.o) , ^ . /(»— cos.ro) , 

P = — i _L ^ et p = ^ + g, 

criYi /VI • ^ aivi M i / 


sin. CO 


sm. CO 


turn facta multiplicatione ob (x — cos. off == — sin. a>^ colligitur fore 
Pp== — Ff+ Gg+ 

quod ergo productum eiusdem est formae; unde simul patet, quoteunque 
eiusmodi dentur factores, eorum productum semper ad eandem formam reduci 
posse. 
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COEOLLAEIUM 1 

8. Quodsi hoc modo prodierit 

p_ ■F(a; — cos.(o) ^ 

turn erit 

P{x — cos. co) = — sin. to + G(x — cos. to) , 

quae expressip ideo est notatu digna, quod in sequentibus integrationibus 
ubique occurrei 

COEOLLAEIUM 2 

9. Si fonctio P factorem habuerit cos. to + 1 , turn posito, uti 

assumsimus, 

Xic — 2a: cos. CO + 1 = 0, 


valor ipsius P etiam evanescere debet. Hoc ergo casu formula — + G 
fiet =0, id quod ob x quantitatem indefinitam aliter evenire nequit, nisi 
fuerit et P=0 et G = 0. Atque bine yicissim, si facta reductions prodeat 
P = 0, hoc certum erit signum ipsam functionem involvere factorem 

a:a: — 2a; cos.co + 1. 


THEOEEMA 3 


10. ^ fuerit 


XX — 2a; cos. to + 1 = 0, 

twm etiam omnes fmetioms fractae rationale^ semper ad formam simplicem 

ax -{- ^ 

red/ud posmnt. 

DEMONSTEATIO 

SE emm proposita functio quaecunque fracta J atque adhibita nostra 
rednetione prodierit ^ 






PKOBLEMA 

11. Proposita formula differentiali rationali quacunqm, earn in suas fractiones 
partiales resolvere ac deinceps eius integrale investigare. 

«OLUTIO 

Eepraesentetur formula differentialis sub bac specie ^ 
tameu, ut ^ maneat functio Integra, ne x sit factor denominatoris. Ante 
omnia quaerantur igitur ipsius Q omnes factores tarn simplices quam duplices 
reales; et quia simplices nulla laborant difficultate, Me tantum duplices sum 
contemplaturus, quorum forma sit xx — 2 a: cos. to -f ita ut posito 

XX — 2a: cos. CO 4- 1 = 0 quantitas ^ simul in nihilum abeat; ex qua condi- 
tione omnes valores anguli to elidL poterunt, ita ut hoc modo omnes factores 
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jp 

denominatoris Q obtineantiir. Func igitur fractionem 7^ in totidem frac- 
tiones parfciales resolvi oportet, quot inventi fuerint factores formae 

a>x — 2x cos. £0 + 1. 

Sit igitur in genere firactio partialis ex isto factore nata 

aa! + /J 

iKiC — SXCOS. £0 + 1 ' 

quandoqnidem novimus eius numeratorem talem formam ax-{- ^ habere 
debere; pro reliquis autem fractionibus partialibus omnibus scribamus lit- 
teram iJ, ita nt esse debeat 


^ 4. 7? 

Qx xx — ixaos.a-^l' ’ 

et multiplicando per xx — 2 x cos. co + 1 habebimus 

P(a:a: — 2 a: cos. (0 + 1 ) , r, 

= 0!£C + p + M(xx — 2££: cos. to + 1). 

Quodsi ergo iam faciamus xx — 2 x cos. co + 1 = 0, erit 

4- jg P{xx — 2a; cos, o + 1) P a;a;— 2 a; cos. co + 1 

^ ~x q ~ 

ubi in priore factore | ista substitutio nuUam habet difficultatem; verum 

m altera fractione xx — 2 xco 8 .co^ 1=0 non 

solum numerator, sed etiam denominator Q evanescit, secundum praecepta 

w^ta utnusque loco eius differentials scribamus, siquidem hoc casu fieri 
debet 

XX 2a? cos, o 1 2dx{x — cos. to) 

Q “ dQ ’ 

sicque obianebitur numerator quaesitus 

ffrr.J- S— 2P£?a;(a;— cos.q?) 

^ ^ xdq 

Ponamus igitur per banc substitutionem fieri 
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ita ut sit 


F(x — cos. oo) 


sin. CO 


Pdx 


xdQ f{x — cos, cq) 
sin. CO 


+ G 


+ 9 


quae forma per theorema tertium reducitur ad hanc 


Pdx ^ Fg—fG _ x—coB.m Ff-{- Gg 
^dQ ff+gg sin. CO ff+gg ' 


quae ergo insuper per 2(x — cos. co) multiplicata ob (x — cos. eof = — sin. co® 
praebet numeratorem quaesitum 


ax-\- 0 = 


2(Ff -{-Gg) (x — cos. co) 

ff+gg. “■*" 


2(fG-Fg) 

ff+gg 


sin. 


CO. 


Multiplicetur igitur ista forma per — — ^ atque obtinebitur pars 
integralis ex hac fractione partial! oriunda 


2 {Ff+ Gg) r dx{x — cos, co) 2(fG — Fg) . C dx 
Tf+gg Jxx — 2xc,OB.(a + i ff+gg V cca;— 2a:cos. co^i 


Hie igitur pro priore parte manifesto est 


s. 


dx{x ~ Gos. a) 


XX — 2 a; cos. CO 4 - 


^ = lV{xx — 2x cos. CO + 1)) 


quod integrale iam ita est sumtum, ut evanescat posito x==0; pro altero 
autem membro facile reperitur 


I. 


dx sin. CO 


1 — 2 a; cos. CO + a; a: 


= A tang, j— 


X sin. CO 


X cos. CO 


quod itidem evanescit posito x == 0, quocirca pars integralis ex denomina- 
toris Q factore xx — 2a: cos. co + 1 orta erit 


ff+gg 


ly {xx 


2x cos. CO “(“ l) ”i" 


2{fG-Fg) 

Tf+gg 


A tang. 


X sin. (0 
1 — a; cos. CO 


Leonsabdi Emsai Opera omnia I is Oommentationes analyticae 


16 
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COEOLLAEIUM 1 

12. Duo autem casus hie singularem evolutionem postulant, alter, quo 
£0 = 0, alter vero, quo co = 180"; priore enim casu denominator xx — 2x cos. cu + 1 
abit in (a; — 1)^ posteriore vero in {x + 1)1 Cum autem hinc plus concludere 
non liceat quam vel 1 — ajvel l-{-x esse factorem denominatoris, his casibus 
pars integralis in genere inventa tantum ad semissem redigi debet, quemad- 
modum in principiis calculi integralis fusius est ostensum.^) Cetera m his 
casibus posterior pars a circulo pendens semper evanescet. 

COEOLLAEIUM 2 

13. Praeter hos autem binos casus portio integralis ex formula 
xx — 2xcos.(o-\- l oriunda semper constabit duabus partibus, altera loga- 
rithmica, altera circulari, nisi forte fuerit vel Ff G-g = 0 vel fG — gF = 0. 
Priore enim casu haec portio tantum arcum circularem involvet, posteriore 
vero tantum logarithmum. 

SCHOLION 

14. Quoniam assumsimus denominatoris Q factorem esse xx — 2xcos.(o + l, 
alias denominatoris formas hie non contemplabimur, nisi quarum omnes fac- 
tores tali formula exprimi queant. Tales autem formulae simpliciores oc- 
cummt tres sequentes: 

Q = i — ^ = 1 -f 2a;* cos. jy + 

ubi quidem in prioribus pbtestati ipsius x exponentem parem tribuimus, 
quoniam casus, quibus esset impar, facile ad hanc formam reduci possunt. Si 
enim denominator esset l + af denotante i numerum imparem, tantum loco x 
scribamus f prodibitque tails forma l±f'; at tali substitutione natura 
formulae differentialis neutiquam mutatur. Eos ergo tres casus in sequen- 
tibus tribus problematibus particularibus omni cura percurramus, quo magis 
pra^tenMa istius novae methodi prae ahis, quae adhuc in usu fuerunt, eluceat. 

1) Vide L. Eulbri InstituUonum calculi integralis vol. I, § 77, Petropoli 1768; Leonbardi 
Eelehi Opera omnia, series I, toI. 11, p. 41.- Vidytiam^EBLBRi Gommentationem 462 (mdicis 

Enestroemiani): Be valore formulae Megralis casu, quo post integrationem 

pMOur e=l, Novi comment, acad. sc. Petrop. 19 (1774), 1775, p. 3; Leonbaedi Euzemi 
Opera omn^, series I, vol. 17, p. 358, imprimis p. 369. Of. porro eiusdem voluminis 17 Commen- 
tattones 60 et 162, imprimis p. 59^ 126, 134, A. G. 
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PROBLEM! PARTICULARE 1 


15. Si fuerit 


Q = 1 +a:“, 


investigare integrale huius formulae differentialis 


Pdx 

(l + ic®*)®’ 

uU quidem sit functio integra, in qua nullae potestates altiores occurrant quam 
exponentis 2Jc, ne scilicet ista fractio evadat spuria. 


SOLUTIO 

Cum sit Q — l-\- sit eius factor triuomialis quicunque 

= xx — 2x cos. CO + 


ita at iiiimerus talium factorum sit = Ti‘, quare cum posito 

XX — 2x cos. CO -j- 1 = 0 

etiam ipsa formula 1 + x^’‘ evanescere debeat, facta substitutioue debita se- 
cundum Theorema 2 fiet 

0 = 14- sin. 2hco -f cos. 2^co; 

^ ' sin. ra 


qui valor cum debeat evanescere, erit tarn sin. 2hr,-) = 0 quam 1 + cos. 2A;co == 0. 
Conditio ergo posterior praebet cos. 2^co == — 1; unde intelUgitur angulum 
2k(o esse debere vel n vel Sti vel bn vel in genere (2^ — l)7r denotante 
2i — 1 numerum imparem quern cunque. Valores igitur anguli co erunt se- 

quentes: 


1. CO 


a, 

" n’ 


2- «’-H’ 


3. m — 


5^ 
2 h 


et generatim 


0) 


(2i— . 


2Jfc 


- ^ 1) TT 

quorum numerus cum esse debeat = Jc, ultiraus valor erit co = , sin- 

gulis autem istis valoribus simul prior conditio adimpletur, qua esse debet 
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sin. 21cv} = 0. Qnodsi iam pro to unusquisque horum valorum accipiatur 
atqne ponatur 

XX — 2x cos. CO + 1 = 0, 


qaicunque fuerit numerator P, sumamus facta hac substitutione fieri 

j F(x-~eoa.w) ^ 


turn vero erit unde, cum nostro casu fieri debeat Q = 0, erit 

utique xP== — 1 sicque fiet — — 2k. Cum igitur haec formula in genere 
posita sit + ff> erit nunc f=0 et g = — 2k, quo invento secundum 

pi-aecepta ante tradita pars integralis ex hoc factors denominatoris 

XX — 2x cos. CO + 1 

oriunda erit 

— Y^y (xx — 2x cos. CO + 1) + ’T A tang. — - — ■ ” ; 
k ^ ' ' ' k ° 1— a;cos.co 


consequenter si ex singulis valoribus anguli co istae partes integralis formen- 
tur et in unam summam coUigantur, impetrabitur totum integrals formulae 
differentialis propositae; et quia hoc casu nunquam fieri potest vel co = 0 
vel (o — n, cautions supra indicata non erit opus. 


COROLLAEIUM 1 

16. Quodsi numerator P fuerit potestas simplex ipsius x, puta exis- 
tente « > 0, at m < 2k, ut formula integranda sit 


Si 




posito XX — 2x cos. CO + 1 = 0 erit formula 


Meo^ue 


P . (x — cos. Gy) , 

== ijrf == \ ^ mco + cos. mo) 
sin. (9 ' 

jP= sin. mco et (t = cos. mco, 

unde quaelibet portio integralis induet hanc formam 


- 2* CO., „ + 1) + Atang. - 


X sin. CO 


‘ X COB. CO 
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et aggregatuni omnium harum partium, siquidem loco co successive singuli 
eius valores substituantur, dabit totum integrale formulae huius propositae 
ita sumtum, ut evanescat posito x = 0. 


COEOLLAEIUM 2 

17. Si numerator P ex pluribus huiusmodi terminis constet, ut sit 
P = ax“-\- ex' etc., integratio maiore difflcultate non laborat; erit enim 


et 


F = a sin. aoj -{-I sin. + c sin. yco 4- etc. 
Gr = a cos. aco-i-b cos. /?co -f c cos. yco + etc. 
hineque totum integrale facile expedietur. 


SOHOLION 

18. Hie autem occurrit casus imprimis memorabilis, quo sumitur 
p = quern in sequente Problemate speciali seorsim evolvamus. 


PEOBLBMA SPBCIALB 

19. Proposita formula differentiali 

1 X 

eius totum integrale evolvere. 

SOLUTIO 

Cum hie sit P = it:*-” + si statuamus 

XX — 'ix cos. CO -|- 1 = 0, 
fiet 

p=^ (sin. Qc — w) c« + siii- + w) «>) + cos . (h — n)(o-\- cos, {k-\- n)(o, 
sin. CO ^ 

unde sponte se produnt litterae P' et G; cum autem in genere sit 

^ p + g p — g 
sin.iJ 4 - sin. g' == 2 sm."^-^ cos. — g- 

p+g P—1 
cos.j» + cos. g = 2 cos.'^-^ cos. > 
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facta hac redactione reperietur 

F = 2 sin. kw cos. no et G = 2 cos. ko cos. no. 


Cum autem in genere sit o = ^ ’ cuius valor 

est vel + 1 vel — 1; utrumvis autem locum habeat, semper erit cos. ^co = 0, 
ita ut sit 

T7 Ck ‘ (2‘i l')jv f2i ' 1 ) 3 ^ I yy ri 

F=2 sin. ^ cos. : et Cr = 0, 

quibus valoribus inventis pars integralis ex boc factore generali oriunda erit 


2 . (2t—l)!t (2^^l)nx 

-j- Sin. — — — cos. i — 

k 2 2k 


(2i — l)5r 

2F- 


1—X COS, 


(2i — X)7C 


Hinc ergo, si loco i successive scribamus valores 1, 2, 3, 4 etc. usque ad k, 
totum integrale quaesitum sequenti forma exprimetur: 


n®,, 

Ateng . - 

2 

BnTC 

A tang. 

® sin. 2 -^ 

~ ^ 

24 

3 jc 



1—x cos. 

2k 

6‘X 




. luc 

onn 1 , 2fc 

1 — X cos. ^ 
2jc 

2 

7»® 

A t^ng. 

X sm. ^ 

2k 

¥ 

2 k 

. 7vt 

1—x cos. -f 
27c 


2 • (24—1)® (24— 1)«® 

7- sm. — ir-^ cos. — . 

4 2 24 


. (2 ^ — t)% 


l~x cos. 




iibi imprimis notatu dignum usu venit, ut omnes partes logarithmicae so 
mutuo dasfeuxmut 

COROLLARIUM 1 

20. Quodsi ergo sumamus w = 0, ita ut formula integranda sit 

J 14- a;®* x’ 



17-19] EATIONALES SINE SUB SIDIO QUANTITATUM IMAGINAEIAEUM 


127 


eius integrale hoc modo exprimetur: 


2 xsm.j^ 2 

A tang A tang.- 3 - 

l-a;cos.^ 

- 1)3C 


. 5 or 

^ Sin. 2 ^ 

^3^ + l^tang.- 

t cos. 1 —x cos. YJ, 


I “ 1 

2 (2^fc 

+ ¥ ™- “8- 7r..7;iE3!i 

2/c 


. (2fc — 1 
^ Sin. — ^ 


a: sin. — 

A tang. 

' 1 — a; cos. 


a fu 

formula integralis induet hanc fc 


At posito — z ob ^ 
cuius integrale manifesto est 

A tang. z = ^ A. tang, 

unde sequitur fore 

A tang. x’‘ 

3 7t 

■ A tang. 

(2fc— 1)71 


formam j 


fore 
^ sin. ^ 


A tang. — A tang. + ■ 

1- a; cos. 2/^ 1— 


hit 

X sm. 


+ Sin — r— ^ A tang. 

^ l — x cos. 


. (2K— 1 

a; sin. — ^ 


2fc 


1 — a; cos. 

quod sane est theorema maxima attentione dignum. 

COEOLLARIUM 2 

21. Ad hoc theorema illustrandum sumamus fc = 1 et ob. sin. j 
et cos. Y = 0 prodit manifesto A tang. x== A tang. x. 


At sumto fc = 2 ob 




sin. 


* 1 cos,i-A. '“-T- . r/, 

4 1/2 4 y2 4 1/2 


fiet 


4 1 / 2 ’ 

A tang. XX = A tang. 
Gum autem in gehere sit 


- A tang. ^ 


y'HA-x 


p-q 


A tang. p — A tang, g = A tang. 1 ^ 7 ^' 
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hoc casu erit 

X , X 

p = et q = 

y2—x y2+x 

ideoque 

2XX i. t , 2 

unde manifesto prodit Atang. a;a: = A tang. a:a;. 
Sumamus porro k = B et ob 


• 3t. 1 Jtl/s • ^ 

sin.-g=j, cos.- = Y’ sm.-^ = l, cos.-=0, 
.6® 1, 5® 1/3 

™-T-j “='T“- r 


reperietur 


tXy CC 

A tang, a:® == A tang. — A tang, a: + A tang. 


2-a;y3 “■ ' °'2+xy3 

ubi per reductionem superiorem arcus primus et tertius iunctim sumti ob 


P 


et q ■■ 


— X 


2-a:y3 ^ 2+a:y3 

praebent A tang, — xx ^ ^ subtrabatur A tang, x, reman ebit A tang, aj®, 


SCHOLION 

Geterum veritas huius theorematis in genere commodissime sumendis 
differentialibns ostendi potest. Gum enim sit 


d, A iang. tc* 


l + a;“ 


et 


d. A tang. 


a: sin. o 
1 — X cos. a> 


da; sin. 03 

1 — 2a:cos. a)-fa;a: ’ 


si loco 0 ) mlores debiti successive substituantur et per dx dividatur, resul- 
tabit sequens aequatio 


sm.^ shL^ 

1+x^ l_2a;cos.-^ + a;a; 1 — 2 a: cos. || + a:a; 


-) ^ 


sin. 


V 


2k 


l — 2x cos. 4- XX 


ayg ■ 2k * * 

quae sunt eae ipsae fractiones partiales, in qnas functio fracta 

1 + ®® 
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resolvitur. Ceterum cum in hac integratione omnes logarithmi excesserint, 
duplex quaestio circa integrale inventum institui potest, altera, qua quaeritur 
eius valor casu x = oo, altera vero casu, quo sumitur 


QUAESTIO PEIOR 

23. Proffosita formula differentiaU 

+ dx 

1+a;** X 

eius integralis valorem investigare, qui oritur, si post integrationem ponitur x = oo. 


SOLUTIO 

Cum quilibet arcus in expressione integralis inventi § 19 in genere sit 
buiusmodi A tang. . — , si statuatur x = oo, is banc induet formam 

A tang. ( — tang. co). Quia autem — tang, w = + tang, (jt — to), iste arcus fiet 
== 71, — co; quare si loco co successive valores debitos substituamus, integrale 
quaesitum sequent! serie exprimetur 



_ 2 

ln% 

21c' 



21c) 2Jc 


COS. 


(2Jc — i)n7C 
"2% 


cuius ultimum membrum babebit signum quoties fuerit 2A: — 1 numerus 
formae 4ct + 1 sive ]c = 2a-{-l ideoque k numerus impar; at vero signum — 
valebit, si 2k — 1 fuerit formae 4a — 1 sive k = 2a ideoque numerus par. 
Ad valorem buius seriei inveniendum ponamus 




2k J 

2 ^— 1 \ 
- 2k J 


cos. 


2k 


cos. 


(2k — l)njt 




2%8 

ita ut valor noster quaesitus sit Quo nunc valorem ipsius 8 investi 

gemus, multiplicemus utrinque per 2 cos. et cum in genere sit 


^ net (2^ — l)njt ^nx , U — l)n% 

2 cos. - 7 - cos. ~ — == cos. h cos. 

2k 2k k k 


Leonhardi Buleri Opera omnia I is Commentationes analyticae 


17 
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adhibita ista reductione reperietur 

1 \ n% A 3 \ 


+ 1 




2^:7t 

h 


0 M 

^n% 



r 2k) 

1 cos* * 


2kJ 

(-1 7 \ 

3^:71; , , 


9 \ 

u) 

' cos. + 1 


2 k) 


Anjc , , 

COS. - , 4- etc. 

Ic 


4:n7t 

% 


etc. 


ubi patet quemlibet terminum superiorem cum sequente inferiori in unicum 
coalescere, ita ut tantum primus inferior, qui est (^1 — , et ultimus 
superior, qui est + ^ cos. nn, solitarii relinquantur; facta ergo bac contrac- 
tione reperietur 


2/5008. 


, 1 nsE 1 

+ I cos. J cos. 


nx 

U 

2nz 




, 1 SnTC 


1 (Ic — l)n'rc 
+ k h ■' 


ubi signum superius valet, si Jo fuerit numerus impar, inferius autem, si Jc 
fuerit numerus par. Ponamus porro ad banc seriem summandam 


rp „„„ t „„„ 3 w3i; 4w3E , (Jc — l)nx 

d — cos. cos. cos. cos. — I \- cos. ^ — L- - 


k 


ita ut boc valore T invento futurum sit 

a ct ^ 1 1 

2/5cos. — , ==1 ■ 


T 




Multiplicemus simib modo utrinque per 2 cos. et in subsidium vocata 
eadem reductione reperietur 


2Tcos. 


nx 

2k 


4-rn<5 I 

-r cos. COS. + cos. - 

2* 2k 


2k 

l4./’n« fna I 6nx Inx 

\ + 2l - -^F + if + 


+ cos. 


(2^ — l)nx 


2k 


2k 
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ubi omnes termini se mutuo destruunt praeter primum inferiorem et ultimum 
superiorem, ita ut obtineamus 

2TCOB. _ cos. ^ + cos. 

2k 2k 2k 

Quia autem - n7c = nTi — ~, erit 


2k u 

( 210 — l)njt 


COS. 


2]o 


^ , • . flut 

cos. nn cos. + sm.« 7 r sin. 

A to 2 to 


quoniam vero n supponitur numerus integer, erit sin. « 7 r = 0 ideoque 


unde fit 


C m 'nic njc — 

2 1 cos. = COS. -|- COS. nn cos. 


nn 

Jk’ 


quo valore substitute fiet 
consequenter 


m 1 -r 1 

T — Y" T ’ 


O OflTC j 


8- 


^ n% 
2cos.-^- 


ideoque valor noster quaesitus erit 




To cos. 


unde nascitur sequens 


2^ 


THEOEEMA 1 


24. Ista formula integralis 





n 


dx 

X 


a termino x = 0 usque ad terminum 


X == oc extensa producit hunc valorem 


% 


To cos. 


2^ 


Cuius demonstratio ex} praecedente paragrapho liquet. Huic adiungi potest 
sequens theorema, quod prorsus singular demonstratione ex isto derivare licet 

17^ 
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THIOREMA 2 


25. 8i tam ista formula integralis 


gumi haec 


/ 

/- 


TT^’ 


dx 

X 


dx 


X 


a termino a? == 0 usque ad x = oo extendatur, utraque prodmet eandem smnmmi, 
qme esf 

% 


2 Tc cos. 


2* 


DEMONSTEATIO 

Ponatur S=l- — > siquidem integratio a termino x — 0 usque ad 

terminum x = oo extendatur, ac ponatur oo==j, ita ut iam integratio absolvi 
debeat a termino c» usque ad 0, et ob — = _^ babebitur nunc 

X Z 


-f, 




1 +0-^ 


2k 


dz 

z 


quae, si numerator ac denominator multiplicetur per abit in banc 

S'— r dz 

J 1+0^’’ ■ 

int^tione a termino ^( = oo usque ad ^ = 0 extensa. Hinc permutatis ter- 
minis int^;ra>tionis erit 

_ p gi + n 

J ■ 0 

a termino z = 0 usque ad ^ = cx); unde si loco ^ scribatur x, manifestum est 
utaque formulam a termino x^O usque ad « = oo extensam eandem 
habere sumi^ formulae iunctae praebeant sum- 

mam 25= I : cos. 1^,. erit utique utriusque formulae valor seorsiin 
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QUAESTIO ALTEEA 

‘26. Froposita formula differentiali 

Xk-n^y.t + n 

X 

dm integralis valorem investigare, qui oritur, si post integrationem ponatur x = l. 


SOLUTIO 

Gum in forma integralis generali quilibet terminus inventus sit 

2 . . X sin. CO 

COS. n CO A tang.: 


1 \J\JhJ. JUA, IJCUXJL&. ~ 4 

K — X cos. CO 

2 _ , _ » 1 sin. £0 


fiat hie x = l ac prodibit cos. nco A tang. , quae forma ob 


sin. (0 = 2 sin. w cos. -^co et 1 — cos. (o = 2 sin. 

J J 2 


abit in hanc 


quae, cum sit 


cos. m 


cos. nco A tang. j 


sin. a 
z 


cos. y CO 


sm. 00 
z 


cot, 


.|co = tang.(|-|a.). 


porro transformatur in hanc 

/'jc 1 \ 1 , . 

cos. WO) — y to J = -^{n — 00 ) cos.nco. 


h 


Quodsi igitur hie loco to successive scribamus eius valores, qui sunt 
|| usque ad , valor integralis quaesitus exprimetur per hanc 

progressionem 


/ 

% \ 

1 n% 

1 / SstN 

1 , 

1 , 

( SjeN 

(n- 



1 2JbJ 


7c 

2h) 


bnit 


^Tc 


( 7m\ ln% , I IV (2X;— l);r\ 

(’■ - sj IF + ■ • ■ ± T 
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ubi signorum ambiguoram superius valet, si h fuerit numerus impar, inferius 
vero, si par. Comparemus banc expressionem cum ea, ad quam in quaestione 
praecedente est perventum, ac reperienaus banc illius praecise esse semissem, 
unde eius valor erit 

It 

sicque babebitur sequens 


THBOEBMA 

27. Ista formula integralis 

r + dx 

J X 

a termino aj = 0 usqm ad terminv/m a; = 1 esdensa prodmet hunc valorem 

% 

COEOLLAEIUM 

28. Cum igitur buius formulae integrale a termino a: = 0 usque ad 
a;=l extensum sit dimidium eius, quod a termino a: = () usque ad a; = oo 
extenditur, sequitur, si eadem formula integralis a termino a: = 1 usque ad 

a; = oo extendatur, eius valorem quoque fore praeterea vero utriusque 

2 k cos. ~ ^ 

2 A 

valor aequabitur buic formulae integrali siquidem ab a; = 0 usque 

ad 0 / == oo extendatur. 


PROBLBMA PARTICULARE 2 


'29. ^ sumatur 
mvestigare integrale Jiuius formulae differentialis 


Pdx 


a:(l— 2 K»*) ' 

M qmdm j rit Integra, in gua mOlete palestates aUiores oecurrant 

eaponmtts 2 *, ne saltcet ista fractio evadat ^ia. 


quam 
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SOLUTIO 

Curn sit Q = 1 — statim duo eius habentur factores simplices realesj 
qui sunt 1 x et \ x, quare partes integrales ex iis oriundas primum 
investigemus. Ponamus igitur pro factore 1 — x fractionem 

? 7 ? 

i-a; 

ubi M complectitur omnes reliquas partes, unde per 1 — x multiplicanclo 
habebimus 

= a H- i? (I — a;); 

quare si faciamus x = l, nanciscemur 

P 1 — X 

^ X 1 — x^^’ 

cuius posterioris fractionis posito x = l tam numerator quam denominator 
evanescit; bine eorum loco scribamus eorum differentialia fietque 

P 1 

^ X 2kxi^^~^ 

7 ? 

Fiat igitur nunc x = l, quo casu abeat P in B, ac prodibit 0 :: = ^-^; ex 
fractione autem partial! porro reperitur pars integralis inde nata 

~aZ(l— a;) = ~l(l — x). 

Pro altero factore 1 + * faciamus simili mode 

^ ^ I jj 

xil-x^^) ^ I vf 

unde per l-\- x multiplicando fit , 

x{i-$) + + 

quare si faciamus — 1, erit 

P l+x 
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ubi in posteriore fractione differentialia tam supra quam infra scribantur, ut 
prodeat 

p 1 p p 

^ X — 2]ca^^~^ 2Tcx^'‘ 27c ’ 

posito scilicet x = — \. Ponamus ergo facto a: = — 1 functionem P abire 
in C fietque ^ et ex fractione partiali obtinebitur pars inde nata 

integralis 

m + ==) — 

sicque ex ambobus factoribus 1 -j- x et 1 — x nascuntur hae duae partes in- 
t^ales 

His expeditis sit formulae 1 — factor trinominalis quicunque 

1 — 2x cos.co XX, 

quo facto = 0 ista formula 1 — induet banc formam 

^ COS. ^ 7 

1 : sin.zAo) — cos,2fca): 

SIDL. CO ^ 


quae formula cum debeat evanescere, has suppeditat conditiones 
1. sin. 2^07 = 0 et 2. cos.2^a» = l; 

ex posteriore statim intelligitur angulum «? sequentes valores accipere posse 


et in genere 


1. 07 = 0, 2. a,==||=^|, 3 . = 

21c Tc’ 27c Tc 


Quia igitur numerus borum valorum debet esse = 7c, primus autem co = 0 
tantum facton srmplici respondet, numerus valorum debet sumi ifc + 1, ita 
ut lam ultinms futurus sit ~ = n, unde alter factor simplex 1 x nascitur; 
hoc autem mode simul primae conditioni satisfit, qua esse debet sin.21kco = 0. 
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Nunc consideremus factorem generalem xx — 2x cos. to + 1, quo posito = 0 fiat 

jp F{x — cos. 


sm. <0 


eritque == — ‘2'kx ^’‘ ; at vero iam vidimus turn fieri == 1 sicque 
— 2/e, pro qua forma in genere posuimus + quocirca pro 

nostro casu erit f=0 et g = — '2,k Cum igitur pro hoc factore in genere 
inventa sit ista pars integralis 


2{Ff+G^ 

ff + S!/ 


Yixx — 2x cos. CO + 1) + 


2(fG^Fg) 

ff+gg 


A tang. 


X sin. CO 
— ^ cos. CO 


erit ista pars nostro casu 


, F , , ic sin. CD 

“ /, I - 2x cos. CO + 1) + y A tang. 

consequenter si loco co successive scribantur valores indicati, scilicet co = 0, 
jy 5 _- ^ (fj s= usque ad co = , et omnes istae partes in unam summam 

colligantur, obtinebitur totum integrale formulae propositae. Hie autem 
probe observandum est ex parte prima et ultima eas ipsas partes orin, quas 
iam pro valoribus l — x et 1 + x assignavimus, quare eas penitus omitti 

conveniet. 


COEOLLAEIUM 1 

cK). Quodsi numerator P fuerit potestas simplex ipsius a;, puta a;” 
existente m> I et m<2Jc, ut formula integranda sit 

/ ar-^dx 

pro factoribus simplicibus l-o: et 1 + a; erit P = 4- 1 et C'=(-l)’'*, unde 
partes integralis bine natae erunt 

Pro reliqnta Tero partibus erit et (?-cos.»», ande qaaebbet 

Lkonhawu Eulkbi Opeia omnia lis Commentationes analytioae 18 
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29—30 


portio integralis induet hanc formam 


cos. JWtD 

~ir^ 


rv , -i\ , sua.mcE) . , ^ 

I V(xx — 2x COS. CO + 1) d A tang, 


X sm. (0 

- X cos. CO 


1* 1 "li*! !*■ i3t25t3 (Ji/ ' l) tc 

ubi valores pro w substituendi snnt * * ’ — — 


COEOLLAEIUM 2 


31. Si numerator P piuribus huiusmodi terminis constet, ut sit 
P = aa:“ + + ex' + etc., 

integratio maiore difficultate non laborat; erit enim 

F — a sin. aco -\-l) sin. ^co + c sin. yco + etc. 


et 

G = a cos. a(o-\-l cos. /?co + c cos. + etc. 
hineque totum integrale facile expedietur. 


SCHOLION 

32. Casus prae ceteris memoratu dignus, qui hie occurrit, est, quo sta- 
tuitur P = quippe quo omnes partes logarithmicae se mutuo toi- 

lers reperiuntur, unde eum in sequente problemate evolvamus. 


PEOBLEMA SPEOIALE 

33. ProposUa formula differentiali 

dx 

1 — X 

eim Mum mtegrede investigare. 

SOLUTIO 

Quia Me est ^ numerum integrum 

posito tarn ci! = l quam a: = — 1 iste valor evanescat, unde fiet tarn P = 0 
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quam C 0, siccjue piirtes integrales ex factoribus simplicibus natae sponte 
Gvanescunt. Pro factore autem duplici quocunque 


1 — 2x cos. CO XX 

eo facto ■== 0 reperietur 

^ ^ sin. o' " — sin. (Jc -\-n)(a)^ cos. (h — n)w — cos. ih ^ n)(a 

hincque colligitur 


et 


F = sin. (A; — n)co — sin. (h-\- n)(o 
G — cos. (k — ») CO — cos. {k 4- n) co. 


Cum antem in genere sit 


et 

ob 

erit 


F 


sin. p — sin. g = 2 sin. cos. 

A A 

cos.jP — cos. g == 2 sin. sin. ^ , 

A A 

(k — n) 0 ) et g ■= (A 4" w) CO 
- 2 sin. nco Cos.koo et G = 2 sin. nco sin.^co. 


Est vero, uti vidimus, in genere co — unde fit 

sin. A: CO = sin. in = 0 et cos.itco = + 1, 

scilicet valebit 4-1, si i est numerus par, et —1, si i impar. Ad banc 
autem ambiguitatem evitandam retineamus cos. kco atque babebimus 

F — 2 sin. «co cos. A;co et G—0. 

Ex bis igitur pars integralis quaecunqne in genere erit 

2 siii,Ma)cos. ifcco i i icsin. o) 

tang- -T*"- — ^ ^ 9 

h ° 1— £1? C0S. G> 

ubi tantunx opus est loco co valores indicates successive substitui; et quia 
pro primo et ultimo = partes integrales sponte evanescunt^ 

18* 
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perinde est, sive valores primus et ultimus reiiciantur sive retiriGantur, quam- 
obrem totnm mtegrale quaesitum seqnenti modo exprimetur: 


2W 


X sm. -r 

2 . nx A , ifc 

sm. A tang. - 

^ l—x cos. 

. ZtC 

+ sm. A tang. ^3- 


2 . 2nx . , 
r- sin. —77— A tang. 


sm. - 


^ 2 3 r 

1— -rrcos.-^ 

. 47 c 

X sm. -Y 


l—x cos. 


k 


2 . 4 cnx . . 

y sm. A tang. j;; 


-X cos. 


k 


+ Y sm. ^ — A tang. 


. (A *— 1) Tt 

X sm. ^ ^ — 


l—x cos. 


{h—X)n^ 


f 


ubi sigmim superius valet, si n fuerit numerus par, inferius vero, si impar. 


COROLLAEIUM 

34 . Si hie sumere velimus n== 0 , formula integranda sponte evanescit, 
ita ut hie nihil memoratu dignum resnltet, unde in valores huius integralis 
pro casibus a; = 00 et a; = 1 inquiramus. 


QUABSTIO PEIOK 

35 . Froposita formula differentiali 

a^+“ dx 

l — x^* X 

eius valorem integroAem imestigare, qui oritur, si post integrationem ponitur a; = 00. 

SOLUTIO 

Cum ai-cuum, qui hie oecurrunt, forma generalis sit A tang. , ea 

posito a: = 00, uti ante vidimus, abit in n — to, unde litterae to valores suos 
ordine tribuendo valor quaesitus nostrae formulae integralis sequenti pro- 
gressione exprimetur; 
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2 

( 

nit 

2 ( 

2%\ 

; . 2n% , 2 / 


/c ' 

K^-k) 

sm. - 

tZ 

-k\^- 

“fJ 


- x) 


Sin. 


3n!Jt 


{n- 


ix\ 

If) 


4 mm: , 
sm. -T — j- 


l ' —I 
Ad huius valorem investigandum ponamus 

8 




l)n% 



, . nit 

A 2\ 

, . 2n7t , / 


/J 

1 sm. 

k 

V k) 

it +( 

^-k) 


4\ . 4:n% , , ik — 1\ . 

0 - h) -'T- + ■ ■ ■ ± (' — ir) ™- 


Qt — l)» 3 r 

lf~’ 


i'TcS 


ita ut valor, quern quaerimus, sit 
utrinque per 2 cos. || , et cum in genere sit 


Multiplicemus igitur ut hactenus 


ina , M3t . (2i-l-l)M3t . . (2i — l)M3r 


2sin.--^-cos.^- = sm. 


+ sm.- 


2& ' 2fc 

facta hac reductione perveniemus ad sequentem expressionem 


28 cos, 


Mjc 

‘2lc 


' 

, / 


ZnTC / 




+( 

i 

^ k) 

2;fc ( 


FF 


. njc / 

i 2\ 

, . 3mm: , / 


, . 6n7C 

1(1 -t) 

^^^■2k-K 

^ k) 

' u + ( 

1 



+ (l— ?)sm. 
-(l— 


Inut 

2Jc 

ln% 

2ifc 


— A h — 2\ . {2h — , A fc — 1\ . {2'k—l')n%\ 


+ ■■■ 


— j sin. 


(2h — 3)mm: 
2k 


ubi quilibet terminus superior cum sequente inferiori in unum contrahi potest, 
unde primum inferiorem cum ultimo superiori seorsim exhibeamus hoc modo 


+ 2k 


28 cos. 
3nx 


n% 
2 k 
1 


(i-i) 


, njt , 1 . (2h‘~-l)n7C 

Sin. ;rr + T- sm. ^ ~— 


. bnujc , X 
ifc - 2F + ¥ 


2k k n 

Ina 1 . (2k—3)nx 




2k 


Hoc igitur modo ultimus superior cum reliquis eandem legem sequitur, ita 
ut ponere liceat 


,1 . 3«« 


2iiS^ cos. 'Try — 

(i-i) 

. n7C 

Tk 

6n7t . 1 

-sF + y 

. 7nyc 

• • • •+ 


1 . (2A:— 
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[34 


Statuamiis pon-o 


„ . 3war . Snat , . 7n% 

^ IF + TF - ■ 


(2h—l)n7C 

sm. ^ ^ 


2k 


ut sit 


a f'i • n% . T 


lam iterum multiplicemus per 2 cos. ~ et adhibita eadem reductione reperiemus 


1- sm.^ — + sm.»;x 

Iv 

+ .,. + sm,®-I)»£, 


2Tcos. 

nut 

2n% 

Znut 

, . Anut 

21 

k 

— sm. —7 — 
k 

+“”■ i 

t 

n% 

2nut 

, . ^nut 

. Anut 

+ sm. 

k 

— sm. —7— 

K 

+ sm. ^ 

— sm. —7— 
Jc 


ubi dostructis torniiiiis, qui se mutuo tollunt, obtinGbitur 


c% rp I • • flic 

2 T cos. = sin. i sm. nn — sin. — 


n% 


ob sin.«7r = 0. Quia igitur est 


erit 

quo valore substitute flet 
ideoqne 


sm. -Tr = 2 sin. cos. , 
K 2h 2h 


T = sin, 


nut 

Jh' 


9 Q • nut 

28cm.-^-an.^ 


consequenter nostrae formulae integralis casu a> = oo. valoi erit 

^ 1 nut 

t *“«■«. 


unde nascitur sequens 
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THEOEEMA 


36. Ista formula integralis 


r 

J 1 — 


dx 

X 


a termino x = 0 usque ad terminum x = oo externa producif Jmnc valorem 


It , n% 


SCHOLION 

37. Cum haec formula duabus constet partibus, si simili modo, ut supra 
fectum. est, in valorem utriusque seorsim inquirers velimus, utriusque valor 
adeo imaginarius esse deprehendetur, id quod facile inde percipitur, quod 
posito x = l ipsa fractio iam in infinitum excrescat. Tractemus autem ut 
supra partem priorem ponendo S== a termino a: = 0 usque ad 

a; = C50 ac faciendo x== — fiet 

Z 


ds 

z 


o_ r dz f z’‘+” 

a termino s = 00 usque ad 0 = 0, ergo mutatis terminis integrationis erit 

o__ f 

Jl— 


dz 


a termino 0 = 0 usque ad 0 = 00; unde si loco 0 scribamus x et has formulas 
iungamus, erit 



dx 7t 

X h 


tang. 


nn 

Jk’ 


unde prodiret 8 = 'tang. — . Haec autem conclusio admitti nequit, quo- 
niam nostra formula integralis eatenus tantum ad arcum circularem reduci 
poterit, quatenus numerator cum denominatore 1 — a:** factorem 

communem habet 1 — xx, qui ergo semper per divisionem tolli posset. Verum 
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NOVA ilETHODUS INTEGRANDI FOEMULAS DIFPEEBNTIALES [35—36 


sumta tantum alterutra parte iste factor 1 — xx ex denominatore non tolli- 
tur ex eoque igitur necessario nasceretur pars integralis vel huius formae 
vel huius al(l — xx), quae utraque forma sumto ,x = oo fit imagi- 

naria. 


QUAESTIO ALTERA 

38. Froposita formvla differentiali 

— dx 
1 — x^^ X 

dus integrale investigare, quod oritur, si post integrationem ponitur x = 1. 

SOLUTIO 

Si in forma generali arcuum, quibus integrale exprimitur, quae est 
A tang. ^ ^ , ponatur x = l, prodit, ut ante vidimus, y~T> 
cum sit dimidius eius, quern casu praecedente habuimus, statim patet valorem 
nostrum fore ^ tang. unde nascitur istud 


THEOREMA 


39. Ista formtda integralis 



dx 

X 


a termino * = 0 usgue ad terminum x = l externa prodmet hmc valorem 


COEOLLARIUM 

40. Hinc si eiusdem formulae integrale a termino a; = 1 usque ad 
= extendatur, eius valor quoque erit ^tang.J|, quandoquidem hi duo 
valores lunctim sumti valorem casus praecedentis producere debent. 
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PEOBLEMA PAETICULAEE 3 

41. Si sumatur ^ = 1 -j- cos. + x^’‘, investigare integrale huius formulae 
differentialis > 

Pdx 

a:(l -f- 2a::* cos. + a:®*) ’ 

JP 

ubi quidem — sit functio Integra, in qua nullae potestates altiores occurrant qucm 
exponentis 2k. 

SOLUTIO 

Quia denominator Q alios factores simplices praeter imaginarios non 
admittit nisi casu, quo -g = 180®, sit eius factor trinomialis in genere 
1 —2xc,ob.o3 XX, quo posito =0 fiet 


CO ~~~ cos 03 

Q = — : — — (sin. 2k(o + 2 cos.?? sin.^:ca) 4- cos.2A;co + 2 cos.?; cos.A:a) + 1: 
sm. CO ^ ‘ ’ 

quae forma quia debet esse nibilo aequalis, postulat has duas conditiones 


et 


I. sin. 2k(o + 2 cos. ij sin. k(o = 0 
II. cos.2A:a> + 2 cos.?; cos. A;o? + 1 = 0. 


Cum igitur sit 

sin. 2k(o = 2 sin. km cos. km et cos. 2km + 1 
prior conditio dat 


et secunda conditio 


2 sin. km (cos. km + cos. rj) =0 


= 2 cos. km^, 


2 cos. km (cos. km + cos. ?;) = 0; 
utrique igitur conditioni satisfit simul, si fuerit 


cos. ^o? cos. ?; = 0; 

quod quo facilius fieri possit, sumamus rj = n — 6, ut habeatur cos.km = cos.^. 
Omnes autem anguli cum 6 communem cosinum habentes sunt 6, 27i + 6, 
An + 6, Qn + d et in genere 2in + 6, quamobrem statuamus pro m sequen- 
tes valores 

6 231-1-0 43t -1-0 , 


Lkojm'hahdi Euleei Opera omnia I is Commentationes analyticae 


19 
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et iu genere = quorum valoruru numerus cum debeat esse =k, 

ultimus erit 

2(^ — 1) 5t + 6 

h 


CO 


sive CO 


— 2 “I" 0 


h 


His constitutis consideremus formulam quae erit 

= 2l-(a5* COS.7J -f- 

quae per conditionem xx — 2x cos. co + 1 = 0 ob cos. rj = — cos. 6 reducitur 
ad hauc formam 

2k - . (sin.2^co — cos.^ siu.^:co) -f- 2fc(cos. 2A:co — cos.d cos.Aco), 


sin. 0 ) 


pro qua m genere sumsimus 


f(x — cos. fij) 


sicque erit 
et 


sm. a 


+ 9 > 


f= 2^ (sin. 2hco — cos. ^ sin. kco) 
g = 2k(cos.2k(o — cos. 6 cos. kco). 

Loco sin.2A:co et cos.2kco scribamus valores ante indicates prodibitque 

f=2k sin. kco (2 cos. kco — cos. 6) 
et 

g = 2k(2 cos. kco^ — 1 — cos. d cos. A;co); 

cum autem esse debeat cos. kco = cos. 6, fiet 

f=2k sin. kco cos. 6 = k sin. 2kco 
et 

g — 2k (cos. 6^ — 1) = — 2k sin. 0°\ 

Quia igitur in genere est «, = erit 2kco = U 7 i + 2d, ita ut iam 

bab^mus f = h sin. 2d = 2k sin. 6 cos. 6, ita ut sit ff-[-gg = 4Jck sin. /?*; quo- 
^ea si posito 1 2x cos. co xx = 0 functio P transformetur in hanc formam 

sin. fi> "T tr, ex denominatoris Q factors 1 — 2a; cos. co -f- ajcc orietur ista 
pars integralis 

Peas. 6 - G sm. 6 ^ co + IJ + ^ ^ ^ ^ ^ <0 


k sia. 6 


isin, 


-JU t^4LU. V i I 

A tang* — 


■ X cos. £0 
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Taiitum igitur superest, ut loco ai ordine substituantur omnes eius valores, 


. . B 27C + 0 4:7t 4- 6 

qm sunt 


2(A— Qg + e 
k 


et summa omnium barum formu- 


larum praebebit totum integrals quaesitum. 


COEOLLAEIUM 

42. Si fuerit numerator P simplex potestas ipsius x, scilicet P=x”'', 
turn fiet F = sin. met) et G = cos. mco, unde pars integralis ex denominatoris 
factors indefinite 1 — 2x cos. co xx oidunda erit 


cos. 6 sin. mc3 — sin. 6 cos. mm 
hsiii.d 


I V(xx — 2x cos. CO + 1) 


cos. 6 cos . mm sin. 0 sin. mco 
Tc sin. 6 


A tang. — 


unde simul patet, si functio P ex pluribus buiusmodi potestatibus fuerit 
composita, quemadmodum integrationem absolvi oporteat. 


PROBLEMA SPECIALE 

43. Proposita formula differentiali 

+ dx 

1 + 2ir* C 0 S. 1 J + x 

eius totum integrate investigare. 

SOLUTIO 

Gum hie sit P= a?*'"” + erit 

F=2 sin. hoj cos. noo et G — 2 cos. Icta cos. nw, 

ubi cos. ^ CO == cos. d; quibus valoribus substitutis pro parte integralis loga- 
rithmica erit 

P cos. 6 — G sin. 6 2 cos. 6 cos. n co (sin. i m — sin. 

k sin. 6 jfc sin. 6 

Cum autem in genere sit co = erit sin. A;co == sin. <9, unde patet banc 

formulam evanescere, ita ut omnes partes logarithmicae ex integrali excedant. 

19 * 
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NOYA METHODUS INTEGRANDI FORMULAS DIPPERENTIALES [40—41 


Pro partibus antem circularibus evadet coefficiens 

cos. 0 + sin. 0 2eos.na) 

k sin. 6 k sin. 6 

sicque ex factore denominatoris indeflnito 1 — 2a; cos. co xx oritur ista pars 
iutegralis 

2cos. no , , ajsin. o 

^ A tang. 

k sin. d ° 1 — a; cos. o 

In hac ergo formula pro co ordine scribamus eius valores, qui sunt 

a 2^-f# + e . '• 1 2 1)31 4- a 1. . . ^ 

usque ad ^ , ubi meminisse oportet esse 

d = n — i], et quo formulae non nimis fiant perplexae, utamur sequentibus 
valoribus 

23t_ 0 . 2nn: 

-^-a, -^=7 et ^ = 

ut valores ipsius co fiant 

« + A 2a-\-/3, 3a + (A; — 1)« + jd. 

At vero omnes valores anguli nco erunt ordine 

7 + ^, + 3y + d, . . . (ft — 1)^ -j- d. 

His igitur valoribus adhibitis totum integrale, quod quaerimus, erit 

A tane. a ^ sin. (« + 

ksin.e ^l-a:cos./3+ ftein.^ ^ (« + . 


•(« + /3) 


-f A W , 2cos.(3y + d) a;8in.(3« + ^) 

ftsm. « “g - 1 _ a^cos. (2a + ^) + ^ tang. ^ 


_| L 2C08.((ft-l)y + ^) 

ft sin. 6 


tang. — 


a;sin.( (ft — 1)« + ^) 

— a; cos. ((ft — l)V-f- j8) ‘ 


(3« + fi) 


COEOLLAEIUM 1 


44 Evolvamus casum, quo n = 0 ideoque etiam 
hoc casu foi-mula integralis evadet 


r = 0 et (? = 0, et quia 



oc^^^dx 



41-42J RATIONALES SINE SUBSIDIO QUANTITATUM IMAGINARIARUM 

dz 


149 


pro ea statuamus x’' = z atque ob x’‘~'-dx 


Ic 


habebitur 




2 ^ cos. zz’ 


cuius integrale erit 

^ _ A Inno' _ 2 . ^sin.(9 

/c sin. 11 ' 1 + z cos'. ‘17 Jo sin. 6 ^ i — g cosTd ’ 

unde cum in serie inventa omnes coefficientes arcuum fiant per hunc 

coefficientem dividendo habebimus sequentem aequationem 


sin. 6 


^ r+-.^'co7. . = ^ ^ tang, 

+ A tang. + . . . + a tang + P) 

ubi recordandum est esse ct = - * , 8 == • 

Jc ’ f k 


X sin. {a + /3) 


COEOLLARIUM 2 

45. Ponamus esse ^9 = 90“== et aequatio modo inventa banc induet 


formam 
A tang, a;* = A tang. - 


a; sin. 


2jfc 


X sin. 


6 7C 

~rk 


1 — X cos. 


A - + ^ tang. -- -■ + A tang 


X sin. 


97 C 

U 


2k 




1 — X cos. 


9ar 

2¥ 


(4ifc — 3)31; 
X Sin. - — 

2k 


1—x cos 


(ick — 3)3t 

2k 


. 133C 

+ A tang. + h A tang. 

l-XCOS.-^ 

Sit A = 1 eritque A tang, a; = A tang. a;. 

Sit A; = 2 eritque 

A tang. XX = k tang. h A tang. = A tang. — ^ A tang. — - — 

V2-X °y2-i-x ®]/2-x ^y2 + x 

Sit A: = 3 eritque 

A tang, a;® = A tang. ——,-7; + A tang, — A tang, x 


’ 2-xy3 


‘2 + a;/3 


etc. 


Haec igitur series ab ea, quam supra (§ 20) invenimus, prorsus discrepat, 
etiamsi utriusque valor sit idem, scilicet A tang. a;*. 
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NOVA METHODUS INTEGEANDI FORMULAS DIFFERENTIALES [42—43 


QUAESTIO PBIOE 

46. Froposita formula differentiali 




dx 


1 + 2 a;*cos.i 2 + ii:**' x 

dus integralis valorem imestigare, qui oritur, si post integrationem ponitur x = l. 

SOLUTIO 

Cum posito a; = oo in gen ere sit 
A tang. Yz 


X sm. CO 


■ X cos. to 


= 71 CO, 


valor integralis, quern quaerimus, hac serie exprimetur 

2cos. d, I 2cos.(f + d)/ , 2 cos. (2r + d) / „ 

(« - /^) + - /3) + (n- 2a -13) 


+ 


^jsm. S 
2 cos. (3 y + 5) 


Ic sin. d 


_ 3c + (lb -l)cc-/?). 

Asm. o ^ Asm. 0 \ \ ^ r-j 


Statuamus igitur 

S=(7T — /?) COS. tJ" + — « — ' cos. (y S) -}-(7t — 2c — /3) cos. (2y + S) 

+ ■ • ' + — 1) a — jS) cos. ((A — 1) ;/ + d) , 

ut sit valor quaesitus Multiplicemus utrinque per 2sin.Y/, et cum sit 

2 sin. j y cos. g- = sin. (y j/ + — sin. (g — i j.), 

hac reductione adhibita fiet 

-(ti — /?)sin.(d — yp/) 

+ (n — /?) sin. j/ + d) — - (ti _ « — /?) sin. (y 7 + <^) 

+ (7t— a — ^) sin. (y pr + d) — (tt — 2c — /?) sin. (j 7 + (^) 

-f 2a ft) sin. (y / + — {n — 3c — /?) sin. (y 7 + 

-f- 6tc., 


28 sin. j/ = 
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quae series contractis terminis similibus transit in hanc 

2 S sin. ^ ^ — (jr — /3) sin. — jyJ + a sin. (^ / + 

+ « sin. y a sin. ”1“ ‘ ^ ^ ^ ^ / “I" 

+ {n — (k — l)a — P) sin. ;|/ + ^) ; 

• « 2 % 0 
ubi cum sit a = -^ et /? = , exit 


n — [k — l)a — /? = « — 71 — 

Ponatur 

T= sin. (y 7 + (?) + sin. (|-?' + <?) + sin. (A j/ + <?) 

+ sin. ( 2 “ / + ^) + • • • + sin. ((^ — y) » 

ut nanciscamur 

2 S sin. I — (n — /?) sin. ((? — yj — (n + p) sin. ((/c — 1 ) ^ + ,?) + cT, 
quae expressio ob ky — 2n7i reducitur ad 

— 2 ?! sin. ^(? — Y 7 ) 4" « 


Nunc igitur ad quantitatem T inveniendam multiplicemus utrinque per 
2 sin. 4 /, et cum in genere sit 

2 sin. jy sin. q = cos. {q — j^ — cos. {q + ^y), 

obtinebimus 

2 T sin. 4- y — cos. d 

M 

— COS. (y -j- (?) — cos. (^y ”1" (?) — cos. {py 4" (?) — cos. (4y (?) — ■ • ■ 

+ cos. (f 4- <?) 4 - cos. (2y + d) -f cos. (3y 4 - <?) + cos. (4y + (?) 4" * • • 

— cos. (ky -t- (?), 

quae forma contrahitur in istam 

2 T sin. \y — cos . d — cos. (ky 4 “ <?) • 

Jt 
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NOVA METHODUS INTEGEANDI FOEMULAS DIPFEEENTIALES 


[44 


Cum autem sit / = erit Jcy = 2n7i ideoque cos. (A:;/ + d) = cos. d, unde 
fit 


ita ut nunc sit 
ideoque 


2rsin.-r-y = 0, 

2 /S' sin. if = 27t sin. (y f — 


S- 


sin.yj' 


Est vero y/~T ^ 


n(7t — 6) nrj 


h 


hocque modo habebimus 


8 = 


% sin. 


nr\ 


sm. 


consequenter valor integralis quaesiti concluditur fore 


2 n sin. ^ 2 7t sin. v- 

S h 


Ic sin. 6 sin. -y h sin. tj sin. 


■ k 


unde formetur sequens theorema. 


k 


ob 6 = n — rj 


THEOEEMA 1 

47. Saec fonmda integralis 


/i 




dx 


1 4" 2rc*cos.'»^ X 

a termino x = 0 usque ad x= oo extensa producit hunc valorem 


2 uc sin. ^ 


Iz sin. 7j sin. 


Oui adiungatur adhuc sequens 



45— 46J . EATIONALES SINE SUBSIDIO QUANTITATUM IMAGINARIAEUM 


153 


THEORBMA 2 

48. Ista vero formula integralis 

xf^±”—'^dx 


A 


1 -h 20C^ GOS. 7} 

pariter a termino x = 0 usque ad terminum x = oo extensa valorem hahet dimi- 
dium praecedentiSy qui ergo erit 


% sm. 


nri 


7 . . mt 

A: Sin. sm. 


Cuius demonstratio perinde succedet ac supra (§ 25). 


QUAESTIO ALTERA 

49. Proposita formula differ entiali 

dx 

1 -|-2a:*cos. x 

% 

eius integralis valorem investigare, qui oritur, si post integrationem ponitur cc == 1. 


SOLUTIO 


Posito £c = 1 formula generalis A tang. ^ , ut supra vidimus, 

reducitur ad ® y - ; unde patet singulas partes integralis duplo minor es esse 
quam casu praecedente, unde valor quaesitus etiam erit duplo minor 


nr] 

jt Sin. 

7 . . ThTt^ 

Ajsm.i^sin.-^ 

unde nascitur sequens 


THEOREMA 


50. Ista formula integraUs 


/: 




dx 


l + 2a^GOs.i] + X‘ 


2A 


Leonhardi Euleri Opera omnia I is Commentationes analyticae 


20 
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a termino x = 0 usque ad x = l extensa producet hum valorem 

. nrj 
% Sin. 

fc 

7 . . n% 

hBm.rj 

SCHOLION 

51. In his valoribus integralibus ii casus praecipue sunt notatu digni, 
quibus post integrationem statuitur x = l, quandoquidem turn ista integralia 
commode per seriem infinitam exprimere licet. Ita pro casu § 26, quoniam 
est 

^ 4 ?-^ = 1 — — a:®* + etc. , 

si hanc seriem multiplicemus per (a;*-"+ a:*+’')^'* et integremus, turn vero 
ponamus a: = l, prodibit ista series infinita 

1 1 I 1 _ 1 I 1. 

h — n Zk — n'bh—n 7A — 

h + n ~ 6)b + n ~ Tk + n 

cuius ergo seriei in infinitum continuatae summa est 

2fccos.^ 

At pro casu § 38 ob 

= 1 -p a;** + 4- a;«* + etc. 

eodem modo operando pervenitur ad hanc seriem 
_J_ 1__ ,'1,1 

^ 1 , 

^ + M 3fc + n 5k-i-n 7k+n 


cuius ei^o summa erit 
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Denique pro casu, quern extreme loco tractavimus, cum sit, ut alibi osten- 
dimus, 

Sm.Tj . I. • r. 

■iT2^*cos.^ + *^* = Sin. 3 7j - etc., 

haec series ducta in (a;*- et integrata sumendo ® = 1 producet 
ha-nc seriem 


sin. 7j 
Jc — n 


sin. \ 
2k — n'^ 


sin. 3'r] 
3 k— ’ n 


sin. 4:7} 
ik—n 


-j- 6tc. 


+ 


Sin. 7 } 

k + n 


sin. 27} sin. 3 7} 
2 k -{- f% 3 k -4- 71 


sin. 47} 
4k-\-n 


+ etc., 


cuius ergo valor aequabitur illi, quern invenimus, valori ducto in sin. ita 
ut summa buius seriei sit 


quae series eo magis sunt memorabiles, quod alio modo earum summa vix 
elici potest. 

1) L. Eui.bri Oommentatio 464 (iiidici.s Enestrobmjani) ; Nova methodus quantitates integrates 
determinandi, Novi comment, acad. sc. Peti'op. 15) (1774), 1775, p. 66; Leonbardi Euleri 
Opera omnia,- series I, vol. 17, p. 421, imprimis p. 441. A. G. 
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OBSERVATIONES IN ALIQUOT THEOREMATA 
ILLUSTRISSIMI DE LA GRANGE 

Commentatio 587 indicis Enestrobmiani 
Opuscula analytica 2, 1785, p. 16 — 41 


Postquam aliquod theorema ex iis, quae non ita pridem demonstravi, 
quo ostendi^) fonnulae integralis si post integration em ponatur 

x=l, valorem esse =Z2, cum illustri Domino de la Gteange communicassem^'), 
is novitate huius argumenti permotus non solum felicissimo successu eius 
demonstrationem penetravit, sed etiam plurima alia praeclara inventa inde 
deduxit, quorum uberior enucleatio scientiae analyticae mfl. YiTna, incrementa 
poUiceri videtur, ex quo genere aliquot praeclarissima specimina mecum bene- 
volo communicavit, quae statim summo studio sum perscrutatus; et quoniam 
haec materia attentionem mereri videtur, meas meditationes, quae se mibi 
hac occasione obtulerunt, fnsius sum expositurus. Cum autem hoc quasi 
novum Analyseos genus potissimum ia eiusmodi formulis integralibus ver- 
setur, in quibus variabili post integrationem certus valor determinatus tri- 
buitur, ad taediosas verborum ambages evitandas, quas perpetua talium con- 
ditionum commemoratio postularet, peculiarem signandi modum adhibebo, 
quern ante omnia accuratius explicare necesse erit. 


1) Vide § 5 Commentationis 464 supra, p. 155, laudatae. A. G. 

2) Vide epistolas ab Euiero d. 26. Jan. et 23. Mart. 1775 'ad L L. Lagrange scriptas, 

LKONSAitDi Euleri Opera posiuma 1, p. 585 et 586; Oeuvres de LAeiumE 14, p. 240 et 241; 
Leonsardi Euleri Opera omnia^ series III A. G. ’ 
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OBSERVATIONES IN ALIQUOT THEOREMATA 
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HYPOTHESIS 

1. Hac signandi I'atione 

declaratur integrale ^ Pdx ita esse assumtum, ut evanescat posito x = a, turn 
vero statui x — h', quo pacto mauifestum est eius valoi'em peuitus fore deter- 
minatum. 


SCHOLION 

2. Quo indoles huius determinationis clarius perspiciatur, quoniam P 
denotat functionem aliquam ipsius x, eius naturam repraesentemus linea 
quadam curva ixabco (Fig. 1) super axe 10 exstructa, cuius quaecunque appli- 



1 . X A £ CO 

Fig. 1. 


cata 'K.x abscissae JX == x respondens exMbeat ipsam functionem P, ita ut 
formula integralis J'Pdx indefinite exprimat aream huius curvae. Quodsi iam 
capiantur abscissae I A = a, IB = h, quibus respondeant applicatae Aa et Bb, 
formula proposita exprimet aream AaBb inter applicatas Aa et Bb inter- 
ceptam. Eodem modo, si alia quaepiam abscissa statuatur IG= c, area AaCc 
exprimetur hac formula 




area autem BbCc ista formula 


fFd^\ 


ab a; = 61 
ad OD — c 


turn vero ab initio I incipiendo area liAa indicabitur per hanc formulam 

unde sponte iluiint seq^uentia lemmata ita succincte expressa. 
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OBSIRVATIONES IN ALIQUOT THEOREMATA 


[18—19 


3. 


LEMMA 1 


J Lad x^o 


- fPdx\’\ 

J Lad X = 


V 

aJ 


Quoniam enim, si I ut maius spectetur quam a, formula posterior 

rFdx\’^, ^-’’1 

J Lad x = aJ 

eandem aream AaBh refert quam prior, sed ordine retrograde, ista expressio 
pro negativa erit habenda sicque erit quoque 


iMTxZlhfM 


sh x = h 
ad X 


aJ 


0 . 


LEMMA 2 


jM’I r.t] +fH‘l :::]■ 


quemadmodum inspectio figurae manifesto declarat. 


LEMMA 3 

fMTxZlhfHtdZlhfMTxZll 

ubi m binis prioribus formulis idem occurrit terminus a quo, scilicet x = a; 
terminorum vero ad quern, scilicet x = c et x — b, posterior x = b dat pro 
tertia foimula terminum a quo, prior vero terminum ad quern. 


LEMMA 4 

:::] ::!] zii 

ubi notetur binas formulas priores eundem habere terminum ad quern, scilicet 
x—c, termmorum autem a quo priorem x = a dare in tertia formula ter- 
minum a quo, posteriorem vero terminum ad quem. 
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LEMMA 5 




ab x — c' 
ad x = a. 


0 . 


SCHOLION 

8. His igitur, quae per se sunt maxime perspicua, praemissis argumenta 
praecipua, quae Celeb, de la Grange mibi perscripsit, ordine percurram. 
Prime autem mentionem insignis paradoxi facit, cuius indolem ipse non satis 
perspicere fatetur, a quo igitur meas meditationes inchoabo. 


EESOLUTIO INSIGNIS PAEADOXI 


9. Cum Vir celeb, etiam invenisset hoc theorema generale 


/ 


lx 


dx ~ab x=^ 0 ~ 

X Lad 0?== iJ 


cuius veritatem non ita pridem pluribus demonstrationibus adstruxi^), posuit 
= z et 06 ''' = y] quo facto pars prior transformatur in banc 

siinili vero modo altera J ^ in banc unde bis partibus seor- 

sim positis sequitur fore 



a <8? === 0 
ad =* 1_ 



dy fab «/ = 
ly Lad 





Quare cum hae duae formulae omnino sint similes atque iisdem terminis 
integrationis contentae, quis non crederet eos etiam inter se perfecte fore 
aequales sive esse 



« == 0”| /' dy Tab y = 0~ 

= 1 J J ly Lad y = 1- 


? 


Interim tamen vidimus differentiam inter has formulas esse I ^ . Hie igitur 
se offert quaestio maximi momenti, quemadmodum istam manifestam contra- 
dictionem dirimere oporteat. 


1 ) Vide § 6 Commentationis 464 supra, p. 155, laudatae. 


A. G. 
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OBSEEVATIONES IN ALIQUOT THEOEEMATA 


[20—21 


10. Primo autem Me observari conveMt ambas quantitates y ei z certo 
quodam modo a se invicem pendere. Cum enim sit y = a;"* et £; = .P‘, erit 
quo tamen nexu non impeditur, quominus posito sive y = 0 sive 
^ = 1 etiam fiat z = 0 sive ^ = 1. Interim tamen hinc neutiquam patet, cur 
ob banc rationem istae binae formulae 



dy Vah y = 
ly Lad y = 



dz fa 
Iz Lad 


« = 0 
z=l- 


dispares prodire queant; unde baec observatio ad dubium solvendum nihil 
plane conferre videtur. 


11. Quin etiam nullo prorsus dubio obnoxia videtur haec aequatio multo 
^reneralior 

fab y^al Cdz fa, z^a 

ly Lad y = bJ J Iz Lad ^ = 6_ ’ 

quandoquidem niMl plane impedit, quominus loco z scribamus y vel vicissim; 
verum plurima phaenomena in analysi observata satis luculenter docent huius- 
modi aequalitates interdum exceptionem pati, quando valores evadunt infiniti. 
Haec autem circumstantia nostro casu utique locum habet, cum formula inte- 
gi-alisy^0, si ab y = 0 ad y = l extendatur, utique in infinitum excrescat, 
quod etiam de altera est tenendum. Si enim [abscissa] fiat =1, applicata 
nostrae curvae, quae est , manifesto fit infinite magna, unde superior 
aequalitas generalis 

^ fab y = al rdz 

Zy Lad y = bJ J le 

hanc restrictionem postulat, nisi vel a sit = 1 vel h = 1, quippe quibus 
casibus utraque formula fit infinita. 


a z = a 
.ad z=b 



12. His perpensis nullum plane dubium mihi quidem superesse videtur, 
quin in hac circumstantia vera solutio propositi paradoxi sit quaerenda, quae 
scilicet in eo versatur, quod sit • 


tam 


fdy 

II 

o 

/ ly 

If 


/ d0 Ts, ;ef = 0’ 
l 0 Lad ^ = 1. 


oo , 


ut horum infinitorum differentia possit aequari quantitati finitae cuicunque 
ideoque m se spectata prorsus non determinetur; quod autem ista differentia 
nostro casu sit ideoque determinata, inde venit, quod sit y” = z”'. 
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13. Simile aliquid evenire potest in formulis simplicioribus, quales sunt 
quippe quarum valores a termino «/ = 0 et ^ = 0 sumti snnt 
inflniti, unde, etiamsi post integrationem idem terminus ad quem statuatur, 
scilicet y = 1 et z = 1, tamen Mnc nullo modo sequitur diflferentiam absolute 
nihilo aequari, quin potius tanquam indeterminata spectari debebit, cum 
quidem pro aliis terminis integrationis certo sit 

fab 2/ = al rdzTa, e^cT 

y Lad y = 'bA J g Lad 

dummodo neque a neque h fuerit = 0 vel = cx). 


14. Atque bine etiam paradoxon proposito penitus simile proferri potest, 
quod ita se habet 



z^O 1 r#rab 
J y Lad 


2/ = 0 " 
c)0. 


= la; 


cuius veritas cum in aprico sit posita, si quidem accipiatur z = ay, etiam 
paradoxon propositum rite dilutum erit censendum. 


OBSERVATIONES IN HOC THEOREMA D. DE LA GRANGE 



dx 

X 


ab X — 
.ad x = 




dy [eib y^orT 
y Lad y^n^ 


15. Cum equidem ante aliquod tempus reductiones huiusmodi formu- 
Ifjr nm tractassem, alios terminos integrationis praeterquam ab a; = 0 ad a: = 1 
non sum contemplatus, unde hoc theorema mihi statim altioris indaginis est 
visum atque omnino dignum, quod summa cura expendatur. Primum igitur 
in eius veritatem per series inquirere constitui, quod negotiuih sequenti modo 
peregi. 


16. Cum sit 


erit 


x " — a:“ 


. _ e-'- - 1 + + etc., 

, (n - m) - + m^) ^ 


Leonhardi Etjlert Opera oni,iaia Ii8 Commeiitatioiies analyticae 


21 
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OBSEEVATIONES IN ALIQUOT THEOREMATA [23—24 


Hanc ergo seriein ducamus in et quia in genere 



dx Tab x^a 
xlx Lad x=^i~ 


(ny-iiay 


foimulae ad sinistrain partem scriptae valor per hanc seriein inflnitam ex- 
primetur 

n-m lb -la , {Ibf - (laf ^ n^-m^ 

__ _ • 2 1-2-3 3 • 


17. Simili modo pro formula ad dextram posita per seriem infinitam erit 


W—a^^y 


lb — la 


+ y‘ 


(Iby-Qaf 

1-2 


i-2.3 


■d” etc-j 


quae ergo ducatur in et quia in genere est 




dy 


ab y = m 


y Lad y = nj I 

valor istius formulae per seriem hanc infinitam exprimetur 

n — m lb — la , n^ — m? {lhy — (lay , n^—ni^ (lby — (lay , 

' i 1 * 2 ' TLi ' 3 nyrs r 


Quia igitur haec series cum praecedente perfecte congruit, veritas theorematis 
firmiter est evieta. 


18. Verum hinc neutiquam perspicitur, quomodo sagacissimus Auctor ad 
hoc theoreuaa sit perductus, quamobrem rebus probe perpensis viam inveni 
es iisdem prindpiis, quibus antehac^) sum usus, ad easdem forinulas per- 
veniendi. Inchoandum autem est ab hac forma simplicissima 



dx fab 

X Lad 


x = cr\ h^ — a^ 

a: = 6 J X 


ubi ntrmque per dl multiplicans denuo integrationem instituo, et cum, uti 
iam passim^ demonstratum reperitur, sit 




1) Vide Commentationem 464 supra, p. 155, laudatam. 

2) Vide exempli gratia ibidem p. 432. A. Gr. 


A. G. 
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quaeri tantum debet hoc integrale ic^dX spectata quantitate x ut constante, 
ita nt sola X sit variabilis. Est vero 


f3ddX — ~^C, 


quemadmodum ex elementis calculi exponentialis liquet. Hie vero cardo rei 
in hoc versatur, ut istud integrale certa lege definiatur, quam deinceps etiam 
in altera parte observari oportet. Statuanaus ergo talia integralia ita capi, 
ut evanescant posito X — 0, eritque 



quo pacto pro sinistra parte habebimus 





lx 


19. Pro parte autem dextra habebimus 


qua formula eadem lege integrata, ut facto A = 0 prodeat nihilum, hunc 
valorem more hie recepto repraesentare licebit 



ab y = 0 
_ad y = X_ 


Hie enim nil aliud fecimus, nisi quod pro X scripsimus y et facta integra- 
tione loco y eius valorem X restitui assumsimus, sicque assecuti sumus 
sequentem formulam 




~ab y = 0 
_ad 


quam tanquam theorema utilissimum spectare licet. 


et 


20. Vi ergo huius theorematis nanciscimur sequentes reductiones 


/(X- 

J (a;”* 




“ab J/ = 0‘1 
-ad y^n j 

"ab 2/ = 0 1 
-ad ^ 


21 * 
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OBSEEVATIONES IN ALIQUOT THEOREMATA 


quare si formula posterior a priore subtrahatur, erit 


[25—26 



^ xlx Lad 



ab 

_ad y==n_ 



"ab y = 0 1 
_ad ?/ == mj ’ 


Terum ista formula ad dextram posita per reductiouem in Lemmate 3 osten- 
sa.Tn revocatur ad banc formam simpHciorem 


/f 

unde patet boc mode ipsum hoc insigne theorema etiam ex nostris princi- 
piis investi^jd potuisse. 


ab j/ = »» . 

_ad « = « J ’ 


21. Hoc autem theoremate generalissimo Vir ingeniosissimus est usus 
ad theorema meum demonstrandum, quo ostendi esse 



dx fab a: = 0" 
xlx Lad a: = l_ 



tantum enim opus erat, ut caperetur a = 0 et b = 1, quo pacto formula ad 
dextram posita integralis abit in 



cuius valor manifesto fit In — quae est nova demonstratio mei 

theorematis, cuiusmodi quidem dudum*^) plures alias dederam. 


OBSERYiTIONES IN THEOREMA D. DE LA GRANGE 


/ 


{x^ — o(f^)dx Tab a;==0 
[l + i)(f)lx Lad x^oo. 



tang. 


tang. 


(n 4“ 1) ^ 

2r 

(m 4“ 1)51? 
2 ?* 


Quia Me ambo exponontes ^ et ^ neque a se invicom neque ab 
exponente r pendent, manifestum est pro utraque potestate £c”‘ et x" seorsim 
integrate talem formam habere debere 


/< 


x^dx 


(1 4 ” 


^ I tang. 


in •{-!)% 


2r 


G et 




x”^dx 




I tang. 


(w+ 1)® 


2r 


+ G. 


1) Vide Commentationem 464 supra, p. 155, laudatam. 


A. G. 
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Si enim posterior forma a priore subtrahatur, constans C ex calculo egredi- 
tur et ipsum integrale propositum resultat. Hie igitur plurimum intererit 
valorem istius constantis C determinasse. 


23. Inter formulas integrales, quarum valores pro casu, quo post inte- 
grationem variabilis infinita statuitur, ex primis principiis calculi integralis 
assignavi^), reperitur ista 



dx 

1 

o 

11 

1 1 +x^'‘ ' 

X 

_ad X = oo_ 


ST 


7C 


2Jc cos. 


2k 




ubi autem assumitur exponentem n non maiorem capi quam k. Quodsi 
iam Me exponens n ut variabilis tractetur spectata ipsa x ut constants et 
utrinque per dn multiplicetur denuoque integretur, formula sinistra erit 

ubi postremum integrale fit 


ut autem boc integrale determinetur, constantem ita definiamus, 
evanescat posito n==0, unde obtinetur 


fc^*”dn = 


hx 


ut id 


ita ut formula integralis ad sinistram posita futura sit 


/ 


1 


dx Tab = 0 "1 
xlx Lad x^ooj 


24. Pro parte dextra autem habebimus boc integrale 

/ 7cdn 

. {k+n)7C 

etiam ita sumendum, ut evanescat posito n= 0. Hunc in finem statuamus 

l) L. Euleri Commentatio 59 (indicis Enestroemiani): Theoremata circa reducMonem for- 
mularwm integralium ad quadratmam eircM, Miscellanea Berolin. 7, 1743, p. 91; Leoneamdi 
Euleri Opera onmia, series I, vol. 17, p. 1, imprimis p. 29; vide porro InstihiUonim calculi inte- 
gralis vol. I, § 351; Leonsardi Euleri Opera omnia, series I, vol. 11, p. 225. A. G. 
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angulum ^4^ "" 9’’ formula nostra inte- 

granda erit cuius integrale per regulas notas in gen ere est 

I tang. j<p+ G=l tang. + C, 

quod facto w = 0 abit in I tang. + (7. Quare cum tang. ^ = 1 et ? 1 = 0, 
evidens est constantem C fore = 0, ita ut integrale hoc quaesitum sit 
Z tang. ^^4^- ergo assecuti sumus istam reductionem generalem 



dx 

11 

o 

/ 1 + «** 

xlx 

^ad X = oo^ 


I tang. -- ■ 


(k + n)x 




ubi autem probe notari oportet exponentes w et w maiores capi non licere 
quam k. 


25. Cum igitur loco n alium numerum m sumendo simili modo sit 

r — dx Tab a; = 0 1 , , (h + m)jc 

J 1 + a:^* xlx Lad x = ao_ ~ 47 c ’ 

subtrahatur ista formula a praecedente et obtinebitur ista 




1 + x^ 


dx 

xlx 


ab ^ = 0 
.ad x=^oo. 




, (k 4- n)7t 
(ifc -4- iw) 7C ^ 


quae manifesto cum forma proposita congruit, si modo loco k-\- n — 1 scri- 

batur n ei m loco k-\-m — l, at loco exponentis 2h scribatur r; turn enim 
manifesto fiet 


I 


Qlfi — 

l + af lx 


ab a; = 0 ' 
.ad a; = oo. 


= Z 




26. Quoniam ista analysis nos perduxit ad hanc formam 
r dx Tab a; = 0 -| (h + n)n . 

J 1 + a:®* Lad a; = ooj ^ ’ 

hie maximi momenti erit observasse semper fore 

r dx fab x = 0 
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id quod ita ostendere possum. Ponatur x'‘=e-, erit 

— ^ et lx = ^ 

K Jo 

sicque ista formula induet hanc formam termini integrationis 

etiamnunc sunt 2 = 0 et 2 = 00 . Fiat porro ^ = taDg. unde termini inte- 
grationis erunt (p = 0 et (f = ^’, hinc autem ob d(p = nascetur ista 

formula 


r d(p 

I 

II 

0 

I 

1 

1 tang g) 

ad 9’= -|_ 


cuius valorem in nihil um abire ostendi debet. 


27. Ad hoc demonstrandum statuatur axis IS=^ (Fig. 2), super quo 
ab initio I sumta abscissa indefinita Ip = (p applicata sit = . Quodsi 

ergo hie axis IE in 0 bisecetur, ut sit JO = -J’ 
in hoc puncto applicata erit 


I tang. 


00 . 


lam ab hoc puncto 0 utrinque capiantur inter- 
valla aequalia Op = Oq = w et pro puncto p 
erit (p — ^ — 0} sicque in hoc puncto p appli- 
cata erit 

1 


I tang, - ra) 


n 

P 


Q 


! 

0 i 

1 

N 

p 

\ 




J 

m 



Eig. 2. 


est vero tang. ( j — = cot. -f co^ , quare, cum sit I cot. 

appheata in hoc puncto p erit 

— 1 


at quia est Iq ^ 


}7t 


I tang. -f ra) 

(o , erit applicata in puncto q 
+ 1 


I tang. -P coj 


I tang., 
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sicque aequalis est applicatae in p, sed in contrarium vergens. Ita si appli- 
cata sursum directa fuerit qQ, in puncto p eadem applicata deorsuna erit 
directa pP=qQ. 


28. Quodsi ergo talis curva super axe IS = ® exstruatur, ita ut 
abscissae cp respondeat applicata baec curva ex duabus portionibus 

inter se perfecte aequalibus constabit circa punctum medium 0 ita dispositis, 
ut curva sinistra sit IPM in infinitum descendens ad asymptotam Om, pars 
autem dextra simili modo a H sinistrorsum sursum ascendet ad asymptotam 
On. Quare cum formula integralis a (f = 0 ad qj = y extensa ex- 

primat totius huius curvae ab J usque ad if protensae aream, evidens est 
totam banc aream ad nihilum redigi, quia portio eius negative sumenda per- 
fecte similis est portioni positive sumendae. 


29. Sic igitur per demonstrationem omnino singularem evictum est 
semper esse 


/i 


dx Vsb 
xIxWa. 


x=^0 
0?== oo^ 


■0, 


quod certe est theorema in hoc genere maxime notatu dignum. Quodsi 
ergo cum illustri D. de la Gtrange statuamus = r, erit 

-J-r — l 


f: 




dx 


= 0 ; 


(1 -fajQZa; 

praeterea vero pro nostra formula § 24 eibibita ob 


r ix^dx 

1 — 

o 

II 

1 (1 +x^^)xlx 

S3 

II 


■ 0 


dedudtur istud theorema omnino notabile 

r 3^+* dx fab a; = 0 
J 1+X‘ 


dx 

■fa;** xIxLzA x=<x> 




quod more D. de la Grange ita proponi potest 


/i 


x^dx 


'ab = 0 

+ Lad x =* oo 


=7 tang. 

U 


sicque patet constantem illam supra (§ 22) a nobis inductam revera nihilo 
aequari 



31 — 32 ] 


ILLUSTEISSIMI DE LA GEANGB 


169 


30. Quoniam demonstratio huius theorematis methodo satis insueta in- 
nititur, eius veritatem per series ostendisse iuvabit. Ad hoc autem valorem 
formulae 

/x^~^dx ”ab x = 0 ~ 

(1 4- a; Lad a: = oo_ 

in duas partes divelli necesse est (scilicet loco n scribendo >1 — 1), quae sint 


■A 


x^~^dx 
(1 ~+x^)lx 


ab 6 
.ad x^lS 


et 


«=/(S 


~'^dx 
(1 + x’) lx 


'ab a: = 1 
.ad x = oo. 


ita ut P Q exprimat valorem, quern quaerimus. Nunc in posteriore parte 
loco X scribamus fietque 


Q-J 


1 + g-’’ zlz 


a 0 = 
.ad 0 


:a=/t 


>r — X 


+ 0^ zU 


a ^ = 1 
Lad = 


et commutatis terminis integrationis 

«--/! 



d0 

■“a 0^0 

/ 1+0^ 

0 I 0 

«ad 0^1^ 


Nunc autem loco g scribamus x’, quia termini integrationis utrinque sunt 
iidem, erit 

p . ^ r P — xr~^ dx Tab a; = 01 

' ^ J 1+af xlx _ad a; = lJ’ 


cuius ergo valor formulae propositae est aequalis. 


31. lam fractionem 


in seriem infinitam convertamus 


1 + «’■ 

1 — of s?’' — (P’' x *'’’ — etc., 


cuius singuli termini in ducti producunt 

{x ^*^ - x^"-^) + ^ etc. 

Cum autem per theorema principale in hoc genere sit 

/'dx , „ Tab a; = 01 , a 

Leonhaedi Eulbki Opera omnia I is Commentationes analyticae 22 
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singulis membris hoc niodo integratis prodibit 


P+Q = l 


r — l 




2r-A 


Zr~l 


j ‘6 r -\-X 


_ 32. Omnes hos logarithmos in nnicum compingere licebit 

signi cuiusque hocque modo reperietur fore 


ratiouo habifca 


P-\-Q = l -1- . i’' -..f . + ^ - X _ _4 f + ,1 6 r - ^ , 

r~X r-i-X 'dr — X Sr + X'5r — X ' 5r + X ' 

At vero in Introdudione in Analysin Infinitormi^) p. 147 ostendi esse 


tang.— -== [[i— . ?-*L. in — m 4w-fM{ 

2« n — m n -^m Sn~m Sn -j- m ' 5n — m ' 


quae series manifesto in inventam 
ita ut nunc sit P+ ^ = ?tang.|^, 


transfomatur statuendo m = A et n = r, 
prorsus uti supra est inventum. 


additamentum 

33. In dissertations Actorum Tomn V r ■ ± 

hoc theorema ’ parte I, mserta®), unde desumsi 


r 

dx 

1 

li 

o 

—J 

/ !+«**■ 

X 1 

-ad x^ooj 


simul occurront sequentia 

I + X Lad X = oo_ 
a: = 0 ■ 

x = l J ‘ 


/ x^~" + x^+’‘ dxVAi a; = 0 1 

J !+«** ■ a; Lad a; = 00 J' 

f 


z 

2 lc COS, -r 


z 


‘ a^-” + a^+ « dx 


ab 

X Lad 


X. « 

k cos. -V 

X 


r lA ” x^+n ^xTsHo x = 0 ' 

J 'ajLad^^oo. 

Lad = 1 J == 27, tang. 


cos. 

F 2ft ’ 


2A 

-ftang.«" 


~ " Am 
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dx 

11 

O 

/ i + cos. Yl + x^^ 

X 

Lad X — oo J 


2® sin. 


nr] 


h sin. 7] sin. ^ 



dx 

o 

II 

/ 1 -{- 2 x^ cos. ri + x^^ 

X 

_ad x=fl _ 


7t Sin. 


717} 


Jc sin. fj sin. - 


.A 


yA: + n 


dx 


ab x^O 


7C Sin. 


ni] 


7 . . n% 

k sin. ri sm. -jr 


+ 2a:*-'cos. -ij ^ Lad a:=ooJ 
quas formulas ergo simili modo tractare operae pretium erit. 

34. Incipiamus igitur a formula 



fab ii;==0'1 

i+x^^ X 

p- 

II 


2 7c cos. 


2Jc 


quia praecedens cum. formula iam tractata prorsus conveniret; quae si ducatur 
in dn et ita integretur, ut integrale evanescat posito n = Q, quoniam est 

jx'^ ’‘dn = ~ — et fx^^’^dn 

turn vero, ut ante vidimus, 


t* If' 

lx 


/: 


Tcdn 


2lc cos. 


itog.®-+»)5, 


27c 


prodibit haec integratio 


r — dx 

II 

o 

) l + a:®* xlx 

_ad ic=l_ 




qui ergo valor prorsus convenit cum eo, quern pro formula 


invenimus. 


P a;t + » 

dx 

93 

11 

O 

* l + a?®* 

xlx 

1 

8 

II 


35. Simili modo tractemus sequentem formulam 


/ 




1 —X 


2k 


ab 


X Lad x = oo. 


% 


= T 


n% 


22 
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qaae ducta in dn et ut supra integrata praebet a parte sinistra 

da; fab x — 0 ' 

J 1 — a;®* xIxiaA a;==»ooJ’ 


[ 35—36 


a parte autem dextra 


/ %dn , nx r 


% dn sin. ■ 
k cos. 


Ad hoc integrandum fiat ^ eritque = 2 d(p sicque formula inte- 


granda erit 


2 Ajvdnj. noos.^ + 0 2i 

J COS. w ^ 


n Jt . . y 

cos. + 6'. 


Fiat igitur «. = 0 esseque debebit. —2ll-\-C=0 ideoque constans 
quocirca haec integratio nobis -suppeditat sequentem form ula, m 


J 1—x 


■a;*^+" da; Tab a; = 0 


■a:** xlx Lad x = oo. 

"ab ic^On • T . 




2 1 cos. 


sequens autem formula singulari evolutione non indiget, cum eius 

valor sit buius semissis. 


36. Evolvamus casum, quo Jc = 2 et aj = l, et ex parte sinistra habemus 


f(i-xy 

dx 

r i-x 

dx 

II 

o 

1 

J 1-3^ 

lx J 

' (1 + a;)(l-f a;a;) 

lx 

Lad X = ooj 


at vero ex dextra parte —21 cos. ^ = 2lV2 = 12. Vemm fractio , 

. . ^ (1 -f- a:)(l -f- aia:) 

r^olvitur m has duas — i+TS’ formula nostra resolvitur in has 
duas 


Sed ex forma gmerali 


- 1 f 70 

J (1 ■^.x)lx (1 +xx)lx~''^‘ 


r x^-^dx J, Xx 


utnusque formulae valor iu inflmtum excrescit sicque nihil impedit, quo 
minus differentia =12. 
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37. Qiiodsi hie in posteriore formula statuamus xx = 2 , ea abibit in 

quae priori omnino est similis atque sub iisdem terminis inte- 
grationis continetur. Hie igitur iterum oecurrit paradoxon prorsus simile 
illi,- quod ab Illustr. de la Grange fuit memoratum; duae scilieet hie habentur 
formae prorsus pares S utramque a termino 

0 ad oo integrari oportet; nihilo tamen minus earum differentia non est nulla, 
sed, uti vidimus, = 12. Atque hine solutio huius paradoxi in eo manifesto 
est sita, quod utriusque integralis valor in infinitum exereseit. 

38. Quodsi binas postremas formulas eodem modo traetare et per dn 
multiplieatas integrare velimus, a parte sinistra resultat ista formula inte- 
gralis 

^ \ ^ ^ -fr*l 



dx 

o 

11 

j 1-1-20;* COS. ri-\-x^ 

xlx 

Lad X =>= ooj 


pro dextra auteni parte naneiseimur hanc formulam integralem 

J »2 n, dn sin. 

^ L ■ 

fesin-i^sin.^ 

a termino n = 0 extendendam. Yerum haee integratio nullo modo sueeedit; 
si enim ponamus = cp, fiet = = ponendo | = «, unde formula 
integranda erit cuius valor aliter nisi per signum summatorium 

exprimi non potest, sieque nulla eoneinna theoremata hine derivare licet. 


39. Quemadmodum autem hie exponentem n ut variabilem spectando 
transform ationes per integrationem instituimusj ita etiam differentiatio egre- 
gias transformationes suppeditabit, quod argumentum unica formula principali 
illustrasse sufficiet. Consideremus scilicet hanc formulam 





dx fab a; == 0 
X Lad X = cx>_ 




2]c cos. 


21c 


quae sumto exponeute n ut solo variabili coutinuo differeutietur, ubi uotau- 
dum est esse == x’‘^’' dnlx. At vero pro formula " scribamus lit- 

2 fc cos. 
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teram v, quae ergo spectanda erit tanquam fuuctio ipsius n, cuius ergo 
differentialia cuiusque ordiuis sunt in nostra potestate. Hinc igitur sequentes 
reductiones consequemur 








X 


lx 


dv 

dn 


sive 



ab a: = 0 

dv 

J 1 + x^’‘ 

_ad X == ooj 

dn 

ra^+^-^dx(lxf 

¥ 

11 

O 

t 

ddv 

) l-\-x^^ 

1 — 
P 

11 

8 

1 


r3^+’‘-^dx{lxf 

II 

o 

• 1 

_d^v 

1 1+rc** 

11 

8 

1 

dn^^ 

r 7^+”-'^dx (ixY 

0 

II 

1 

_d^v 

f l + x^-^ 

_ad X OOJ 

dn^^ 

ra^+’‘-^dx(lxf 

1 

o 

II 

f 

d^v 

f 1 + a:®* 

1 

P 

P- 

II 

8 

dn^ 


etc. 


40. Cuin igitur hinc totum negotium ad differentialia continua ipsius v 
reducatur, ea sequenti mode commodissime reperire licebit. Cum enim sit 


V = 


n 


2 k cos. 


2^ 


erit cos. hincque continuo differentiando obtinebimus sequentes for- 

mulas 


dv n% 

~~T~~ COS. * 
dn ^k 


% . nTC ^ 

tv sm. — = 0, 


2¥ 


ddv n% 2%dv . 

- cos. — — sin. ^ 
2k d% 2k 


2k 


d%^ 


2k 

n% 


njt ^ 

— TtT^ cos. = 0, 
4:kk 2k ^ 


#*> nx 
-j-r cos. — T 
21- 


. W3E 3r« . nx 

%h dn^ 2k Jhkd^ 2k + Jk 


■0, 


2kdn^^^ 2k 


Sjtjt ddv 


4:kk dn^ 


^.4:7C^dv . 
* 2/c ‘ Si? dn'' 


cos. sm. — -f y cos. ii-7- 


Tcr 

' ii¥ ‘ 


nic 

Jk 


etc., 


unde singula differentialia altiora ex inferioribus formari possunt. 
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41. Quo autem h.ae operatioues magis subleventur, statuamus brevitatis 
gratia = a, ut sit v = atque singula diiferentialia ex superioribus 

aequationibus sequenti ruodo determinabuntur 


dv 

dn 


(r taug. an, 


ddv X. I 

— = 2a -T— tang, an -+- aav, 

dn^ dn 

^ ^ tang, an + 3aa^- — a*y tang, an, 


dn^ dn^ 

d^v . d^v , . ^ 

= ia^-g tang, an -j- baa 


dn 

ddv 


dn^ 


d^v 

dn^ 


' dn^ 
d*v 


tang, an — a^v. 


5 = 5 a tang, an 4- lOaa 


d^v 

dn^ 


10 < 


^ddv 

dn^ 


tang, an — "t” tang, an 


etc. 


Quodsi brevitatis gratia insuper statuamus tang. an = t et praecedentes va- 
lores in sequentibus substituamus, reperiemus 


dv 

dn 

ddv 

d?? 

d^v 

dn*‘ 


== art, 

= aav(2tt + 1), 

= a^vibf ht), 

= aV(24^H 2m 4- 5), 


-|j- = aV(l20#®+ 180^* 4- 61^), 

= aV(720f®+ 1320^*+ bmt + 61) 
etc. 


42. Ex consideratione harum expressionum facilis erui potest operatio, 
cuius ope ex qualibet earum expressionum sequens colligi potest. Sit enim 
pro diflferentiali ordinis indefiniti 

d^V 't -r. 
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at pro ordine sequente 


d’-+'^v 


a 


;■+! 


yQ, 


et quoniam vidimus valorem ipsius P talem habere formam 

+ etc., 

turn valor ipsius Q ex sequentibus binis seriebus erit compositus 

^ = (A + + (A — + (A — S)Cf-^ + (A — + etc. 

+ ?.Af-'^ + (A — 2)Bf-^ + (A — 4) Ct^-^ + etc., 

unde patet hanc determinationem ita repraesentari posse, ut sit 

td.Pi , dP 
dt dt' 


43. Haec vero formula, qua ex coghito valore P sequens Q derivatur, 
etiam ex ipsa natura rei sequent! mode ostendi potest. Cum per hypo- 
thesin sit 


d^v 

dn^ 


a^vP, 


erit differentiando 


dn^ 


= Pdv + a^vdP; 


initio autem vidimus esse =avt sive dv = avtdn, 
fit 




= c^^^vPt + c^v 


dn^ 


quo valore substitute 


turn vero assumsimus i = tang, aw, unde differentiando fit adn = ~-~, quo 
valore in postremo termino substitute obtmebitur i + ** 


d^*^v 

d^ 


= c^+^vPt + 

dt 





quae forma manifesto reducitur ad hanc 


dn^+^ dt ’ 
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ita ut sit 

^ td.Ft + dF , dF(l + tt), 

^ dt dt ’ 

unde intelligitur, si sumatur tt -{-1 = 0, quo facto in nostris formulis signa 
terminorum alternabuntur, et omissa littera t fieri Q = P; unde patet hoc 
casu omnes formulas superiores eundem valorem esse adepturas, id quod 
etiam ex formulis supra exhibitis manifestum est, ex quibus erit 2 — 1 = 1, 
6 — 5 = 1, 24 — 28 + 5 = 1, 120 — 180 + 61 = 1, 720—1320 + 662 — 61 = 1 etc., 
unde insigne criterium obtinetur, utrum formulae istae recte sint per calcu- 
lum definitae. 


LfioNHARDi Eulebi Opera omnia Ii8 Commentationes analyticae 



mVESTIGATIO FORMULAE INTEGRALIS 

r x”"~^dx 
^ (1 + ^ 

CASH QUO POST INTEGEATIOFTEM STATUITUR * - oo 


Commentatio 588 indicis Enestroemiani 
Opuscula analytica 2, 1785, p. 42—54 


1. Ta.Tr> satis notum est huius formulae iutegrale [casu, quo n = l] partim 
logaritlimos, partim arcus circulares complecti et partes logarithmicas hanc 
progressionem constituere 


2 

COS. 

MTt 

k 

lV{l- 

- 2x 

COS. 

7C 

k 

+ 

xxj 

2 

k 

cos. 

dmic 

k 

lV(l- 

- 2x 

cos. 

3 7t 

k 

+ 


2 

k 

cos. 

bnix 

k 

ivii- 


COS. 

bx 

k 

+ 

xxj 

2 

k 

cos. 

Imit 

k 

iy{\- 

- 2x 

cos. 

lx 

k 

+ 

xx'j 

2 

k 

cos. 

ima 

k 

iV(i- 

- 2x 

COS. 

ix 

k 

+ 

xo^ 


ubi i denotat uumerum imparem non maiorem quana k. Hinc si k fuerit 
numerus parr, exit i = k — l‘, ac si k fuerit numerus impar, hanc progressi- 
onem continuari oportet usque aA i — k, eius vero coefficiens duplo minor 
capi debet sen loco — tantum scribi debet — cuius irregularitatis 
ratio in Caictdo Integrcdi^) est exposita. 


1) Vide notam p. 122. 


A. G. 
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2. Cum hae partes sponte iam evanescant posito x = 0, statuamus statim 
x = oo, et cum in genere sit 


erit 


V (1 — 2x cos. (JO + xx) = X — cos. (O, 


iV (1 — 2x cos. CO -}- xx) = l(x — cos. co) = lx- 


cos. o 
X 


= lx 


ob 


COS. CO 


0 ; . omnes ergo illi logarithmi reducuntur ad eandem formam lx, 


quae multiplicanda est per banc seriem 


2 mic 2 Smx 2 bmic 

— T- COS. ^ cos. — y— — ^ COS. -rp— 

k k k k k k 


2 


ubi, ut diximus, i denotat maximum numerum imparem ipso k non maiorem, 
bac tamen restrictione, ut, si k fuerit impar ideoque i = k, ultimum membrum 
ad dimidium reduci debeat. Quamobrem si buius progressionis summam in- 
vestigare velimus, duo casus erunt constituendi, alter, quo k est numerus 
par et i = k — 1 , alter vero, quo k est impar et i = k. 


EVOLUTIO CASUS PEIOillS QUO k EST NUMEEUS PAE ET i = * — 1 

2 

3. Hoc ergo casu posito a; = oo formula — -jlx multipbcatur per banc 
cosinuum seriem 


mn , Smit , 5mx , 7 mn , , (h — \)m% 

COS. — |- cos. — ^ — h cos. — 1- cos. — b (- cos. ^ 


k 


k 


k 


cuius summam statuamus = 8. Ducamus banc seriem in sin. et cum in 
genere sit 


sm. cos. = j sm. 


1 . 1 . (i — l)jw® 

cn-n 1 - * ^ dlYl ■' 

k 2^^- k ’ 


facta bac reductione babebimus 


8 sin. 


ma 

~T 


1 . 2m7t , 1 . 4:m^ , 1 . , 

»m. ^- + 2 sm. -^ + j sin. — + 


1 . 

— -- sm. — 7 — 
2 Jc 


k 

Imut 


— sm. , 
2 k 


I sin. 


k 


, 1 . (k — 2)m% , 1 . kwiTC 

+ -sm.^ — ^ — + IT sin. 


1 . 

-sm.- ^ 


k 


23 * 
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ubi omnes termini praeter ultimum manifesto se destruunt, ita ut sit 

8 sin. -jp = — sm. mn . 

lam vero, quia nostri coefficientes m et it supponuntur integri, utique erit 
sin. mn = 0 ideoque etiam /S' = 0, nisi forte etiam fuerit sin. ^ = 0, qui 
autem casus locum babere nequit, quoniam in integrations formulae propo- 
sitae semper assumi solet esse m < k. Hoc igitur modo evictum est 

casu, quo post integrationem statuitur a; = oo, omnes partes logarithmicas 
integralis se destruere. 


EVOLUTIO CASUS ALTEEmS QUO EST k NUMEEUS IMPAE ET « = /.' 

4. Hoc ergo casu sumto x = oo formula lx multiplicatur per banc seriem 


2 m^t 

-k^^^-k 


2 

k -IT 


2 5 mjc 

-J- COS. —7— 

k h 


1 km 7C 

T COS. - ) 

k k 


ubi terminus penultimus est — cos. pro ultimo vero termino erit 

cos.mji== + l signo superiors valente, si n sit numerus par, inferiors, si 
impar; quare remote termino ultimo pro rebquis ponamus 


cos. 


mjt 




hm% 


cos. + cos. 


cos. 


(k—2)mn 


ita ut multiplicator ipsius logaritbmi x sit 


28 1 

Ifc 'k 


Hinc procedendo ut ante fiet 


/Ssin. 




■S, 


1 . 2 mar , 1 . 4mar 

-¥™'T-+3™-T+2 


1 . 6 mar 

sm 


^ plain 


1 . 2m% 

2 k 


1 . 4:mjt 


1 . 6 m7t 

— sm.--^- 


loiv, (k—3)mjt 
^ sm. - , 


1 . (k — l)m7C 

-sm.^— /- 


ubi iterum onmes termini praeter ultimum se mutuo tollunt, ita ut hinc 
prodeat 


/S' sin. 


mn 

~T 


1 „• • (k— l)mx 
- sm. ^-^1- 


1 • / m 7c\ 

jsm. [mn 
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at vero est 

/ m3t\ . mic . msr 

sm. \ mn y- j — sin. mn cos. -y cos. mn sin. -y-7 


ubi uotetur esse sin. mn ~0 oh m niimerum integrum; babebimus ergo 


„ . mit 1 . niTc . „ 1 

S sin. = — — cos. mn sm. sive 8 = — — cos. mn, 

k 2 li 2 


consequenter mirltiplicator ipsius lx erit 

= T- cos. mn — T- cos. mn = 0 
h Ti 

sicque manifestum est, sive h sit numerus par sive impar, omnia membra 
logarithmica in nostro integral! se mutuo destruere, siquidem post integra- 
tionem statuamus x = oo, quemadmodum hie semper supponimus. 


5. Consideremus nunc etiam partes a circulo pendentes, ex quibus inte- 
grale nostrae formulae componitur. Hae autem partes sequentem progres- 
sionem constituere sunt compertae: 


2 . nix , , 

-^sin. A tang.- 


X sm.- 


2 . SmTt . , 

■nr sm. — ^ A tang. - 


xs,m. 


Ztc 

F 


X cos. 


, 2 . 5 mot . , 

+ -y Sin. -y~ A tang. 


a?sm. 


h 

5 7C 
¥ 


1 —xcos. 


T 

l7t 


1 -—X cos. 


5^1 


, 2 . imx,, 

+ j sm. A tang. 


1 — iCCOS. 





2 . 


imx 

IT 


A tang. 


i7t 

1— XCOS.-^ 


ubi in ultimo membro est vel i==k — 1 vel i = k; prius scilicet valet, si i 
est numerus par, posterius, si impar. 


6. Cum etiam omnia haec membra evanescant posito x = 0, faciamus 
pro instituto nostro x = <x. In genere igitur fiet 

, 

A tang. -5^ = A tang. ( — tang, -j- J ■ 

1 — iTCOS.y 
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Est vero 


tang. 




, , (k — i)% 
+ tang. ^ , 


ex quo Me arcus fit=— Hinc ergo loco i scribendo successive nu- 
meros 1, 3, 5, 7 etc. istae partes nostri integralis quaesiti erunt 

Jc fCJc n> Tele Jc IcJv Jc 

, 2(7c— , , 2(Jc—t)7t im^t 

■* M ^ ' Wc ^'IT’ 

ubi casu, quo h est numerus par, progredi oportet usque ad « = A: — 1, ac 
si k sit numerus impar, usque ad i = ^. 


7, Statuamus brevitatis gratia 

(t - 1) sin. ^ + (i - 3) sin. if? + (4 - 6) sin. ^ + . . . + (i _ i) sin. _ S, 


h 


ita ut integrale quaesitum sit quandoquidem partes logarithmicae se 

mutuo destruxerunt. Multiplicemus nunc utrinque per 2 sin. et cum in 
genere sit 

2 sin. ?? sin. if? _ cos. - cos. , 

fO fC Jc Jq 


facta substitutione erit 


O C oin /7s. OTUTC 

sm. -y- = {k — 1) cos. 


Jc 


+ (l;-8)cos.if?+{J-6)cos.?f?+...+ (4-i)cos.fc^ 

(4-i+2)cos.fcY”5?-(it-i)cos.2±ii5^, 


(4-1)006. if?-(4-8)cos.-*“* 


quae series manife^ contraMtur in sequentem 
2SBin.f?_4-l_2co8.if?-2co8.i??-2r «"•” 


! cos. - 


.(A-i)C0S.^^±^, 


(i— 

' 2 cos. ~ — 
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ubi prime et ultimo membro sublatis regularem termini intermedii consti- 
tuunt seriem, pro cuius valore investigando ponamus 


r= cos. 4- cos. 4- r,n«. ^ 4. ... J- ... 


ita ut sit 


~ir + ~T~ + + • • • + cos. ^ 


2 8 sin. 




{i + l)W3t 


^ ^Jc-l-2T-(k-i) cos. ^ 

Hie autem iterum convenit duos casus perpendere, prout k fuerit par vel impar. 

EVOLUTIO CASUS PEIORIS QUO k EST HUMERUS PAR ET * = 1 

8. Hoc ergo casu habebimus 

1 = cos. — ^ — h cos. — (- cos. — -[ 1- cos. ^ 

Multiplicemus denuo per 2 sin. ^ et per reductiones supra indicatas habe- 
bimus 


nrr • ’WJt . Smx , . 5mTC 

2 T sm. -T- — sm. b sm. — 

k k k 


+ ™- T + ■ ■ • + ™- — i + ™' - - r- 


m% . dma 

— sm. -j- sm. — ^ sm. 


5m7t . (k — 3)maf 

sm. i 4 — : 


k 


deletis igitur terminis se mutuo tollentibus erit 


Est vero 
sin. 


. mn . mjt , . (k — l)m3t 

2 T sm. -jT = — sill- -y + sm. ■ — ^ 


(k — l^mjt f _ ma\ . mx . m% 


sin. ( mn — = sin. mn cos. ~ — cos. mn sin. 


1. 


k V""'* k 

ubi sin. m:7r = 0, quamobrem fiet 

2T= — 1 — cos. mn. 


T’ 


9. Invento vb,lore pro T colligitur fore 


28 sin. ^ = k ideoque 8 = - — - 


. . m* 
2 sm. -T- 
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Denique yero ipse yalor formulae uostrae integralis, quern quaerimuSj erit 
et nunc manifestum est integrale nostrae formulae casu, quo S est nu- 
merus par, fore - - siquidem post integrationem statuatur x = oo. 

Jc sin. -j- 


EVOLUTIO ALTEEIUS CASUS QUO k EST NUMEEUS IMPAE ET * = yfc 
10. Hoc ergo casu est 

m „„„ 2jw3E 4to« , Gwist , , (k — l^mn 

1 = COS..-y- + cos. -y- + cos. -Y- ^ 1- cos. , 

quae series multiplicata per 2 sin. ^ producet ut ante 


m% . 3j»3E . . bmn , . . (lt — '2)mn , . hmut 

an. ^ ^ (- sm. 


c\ m • 7n7C • 

2Tsm.-^ = sm.— y- 

aJ fC 


+ K> ffbJV , , . 

sin. — 


o;-rY 

■ sm. -= sm. —= sm. — 

fo h h 


sm. — , 


unde deletis terminis se mutuo tollentibus reperietur 


977 - MJt . 

44 sm. -Y = — sm. 4 - sm. mn 


ideoque 


2j;^ 2 I sin, ma 


sm. 


ob sin. »tjT = 0, Mncque porro fiet 


• WhTC f 

2/Ssm. -^ = ^; 


quaere cmn vrtor integralis qnaesitas sit erit etiam hoc casu 

nostamm prorsus uti praecedonte casu. Hinc ergo deducimus sequens 


THEOEEMA 

11. ^ haec formula differentialis 

x^-^dx 

l+x^ 

tfa mtegretur, ut posito x = 0 integrale evanescat, turn vero statuatur x = oo 
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valor inde resultans semper erit 

% 

7 . 7 ) 1 % ’ 

k sin. 

sive k sit numerus par sive impar. 

Huius theorematis demonstratio ex praecedentibns est manifesta. 

12. In evolutione huius formulae assumsimus esse m< k, quia alioquin 
membra logarithmica se non destruissent; at vero ne hac quidem limitatione 
nunc amplius est opus. Casu enim, quo foret m = k, integrale formulae 
T+y i + facto x = cx> fieret etiam oo; verum hoc idem 

indicat nostrum integrale esse ;^™ = oo. Dummodo ergo m non fuerit 
maius quarn k, nostra formula veritati semper est consentanea. 


13. Quin etiam ne quidem necesse est, ut exponentes m et k sint numeri 
integri, dummodo non fuerit m>k; si enim fuerit w = -^ et k^~, erit valor 
per nostram formulam — cuius veritas ita ostenditur. Quia hoc casu 
formula integranda est * 



e 

y. 

+ X^ 


dx 

X 


statuatur x = i/; erit -- = — et formula fiet 

X y 



~y 




■^dy 


+y’‘ 


cuius valor utique erit 


%7C 


% Sin. 


fX 7t 


ALIA DEMONSTEATIO THEOEEMATIS 

r dx 

14. Denote! P valorem integralis ^ fermmo x==0 usque ad 

x = l, at Q valorem eiusdem integralis a termino x = l usque ad a: = 00 , 
ita ut P + ^ praebeat eum ipsum valorem, qui in theoremate conttnetur. 
Nunc pro valore Q inveniendo statuatur x = y, unde fit ^ = — y, fietque 

Luonhabdi Edlkbi Opera omnia I is Commentationes analyticae 


24 
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y 


a termino tj = l usque ad «/ = 0. Hinc igitur commutatis terminis erit 



y 


a termino «/ = 0 usque ad y = l. lam quia hoc integrali expedite littera y 
ex calculo egreditur, loco y scribere licebit x, ita ut sit 


quo facto habebimus 


r »' dx 

^ J r+^'T’ 




dx 

X 


a termino x = 0 usque ad terminum x = l. Yerum non ita pridem demon- 
straTi*) valorem huius formulae integralis intra terminos a; = 0 et a; = 1 con- 
tentum esse = Hinc igitur nascitur sequens theorema non minus 
notatu dignum. ' * 


THEOEEMA 

15. Valor huim formvlae integralis 

J 1 X 

intra terminos x — 0 et a; = 1 contentus aequalis est valori istius integralis 

/ ' x”' dx 

X 

irdra terminos a; = 0 et a; = oo contento. 

16. His ex^nsis fonnulam integralem in titulo propositam aggrediamur, 
et quo earn ad formam hactenus tractatam reducamus, in subsidium vocemus 

l) Vide praeter § 27 Conuneiitatioius praecedentis etiam Commentationem 463 (indicis 
Enbstrobmiaiii). Be valore formulae mlegraMs jf' — casu, quo post mtegrationem 

ponitur 0 = 1 , Novi comment, acad. sc. Petrop. 19 (1774), 1775, p. 30; Leonsardi Evleri 
O pera omnia, series I, vol. 17, p. 384, imprimis p. 388. A. G. 
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sequentem reductionem 


Ji 


'■dx 


(1 + 


Ax”' 

(1 + a^y 



af'~^dx 
(l + 


unde facta dilferentiatione prodit sequens aequatio 

x”'-'^ d x v^af'-'-dx XlAx’”^’‘-'^d36 Bx"'-^dx 

(1 + a^y+^ (1 4 - sd'Y (1 + + (1 ’ 


quae aequatio per x"‘ ^dx divisa ac per (1 a^y multiplicata terminum ne- 
gativum a dextra ad sinistram transponendo erit 


1 + XbAaf 


1 4-ic* 


■~ = mA-y B, 


quae aequatio manifesto subsistere nequit, nisi sit XhA = l sive A = ^, 

A/C 

unde erit 1 = mA + J? = ^ + J?, sicque erit ^ == 1 — 


17. Inventis his valoribus pro litteris A Qi B primum assumimus 
integralia ita capi, ut evanescant posito x =0] turn vero posito x = oo, quia 
exponens n minor supponitur quam k, membrum absolutum littera A affectum 
sponte evanescit, ita ut hoc casu a: = oo fiat 



r x”'~^dx A 

1 


J (1 +x^y+^ ~ 

Xk/J {lAnd'Y 

Quodsi iam primo 

capiamus X — 1, 

quia ante invenimus pro eodem casu 

x==oo esse 

r x”'~^dx 



J 

k sm. - 7 ” 
k 

habebimus valorem istius integralis 



r x”'~^dx A 

m\ St 


J + V 


siquidem integrale 

etiam a termino 

x — 0 usque ad terminum x = cx> ex- 


tendatur. 


24 * 
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18. Quodsi iam simili modo ponamus A = 2, reperietur pro iisdem ter- 
minis integrationis 


/< 


x^~^dx 
(1 + 




Yh) 


3t 


Jo sin. - 


eodem modo si litterae A continuo maiores valores tribuantur, reperientur 
sequentes integralium formae omni attentione dignae 


f — A _ A A 

t/ (l+a^)* \ A/ \ 2]c/ \ Jo sia^ 


/P5.-(i-?)b-S)(i-S)(i-5)n 




7 . ni 7C 
k sm. 




etc. 


~¥ 


19. Quare si littera n denotet numerum quemcunque integrum pro for- 
mula in titulo expressa, si eius integrale a termino a: = 0 usque ad a: = cx> 
extendatur, eius valor sequent! modo se habebit ; 


qui ergo convoniBt hnic fonnulaG intograli 

J(l 


A m \ 

V {n — l)fc/ 7. ^ 


h sin. 


(1+^r’ 


20. Hie quidem necessario pro n alii numeri praeter integros accipi non 
licet; at vero per methodum interpolationum, quae fusius iam passim est 
^pdeata ), hanc mtegrationem etiam ad casus, quibus exponens n est numerus 
fractus, extendere licet. Quodsi enim sequentes formulae integrales a ter- 


1) Vide Oommentationem 254 (indieis Enbstroemiaot): 
toreSy E'ovi comment, aead. sc. Petrop. 6 (1756/7), 176], 
omnia, series I, vol. 17, p. 233. A. G. 


Be ex^ressione integralium per fac- 
p. 115; Leoi^sardi Euleri Opera 
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mino 2 / = 0 usque ad i/ = 1 exteudantur, in genere valor nostrae formulae 
propositae ita repraesentari poterit 



(1 + 



y in 

— /)* 


1 


1 


Unde, si fuerit w = 1 et k = 2, sequitur fore 


/* 3t r y^^-^dy C dy r y^^”-'^'>dy 

^ (1 + xxY ~lJ YiT-yy) ■ J ~ J ]/(! - yy) 


Ita, si n 


f_Jx _ r 

^(1 + ^ 7 )" 


ydy 

Vil — yy)’ 


cuius veritas sponte elucet, quia integrate prius generatim est — y 

posterius vero =1 — 1/(1 — yy), quae facto a; = oo et y = l utique fiunt 
aequalia. Caeterum jpro hac integratione generali notasse iuvabit exponentem 
unitate minorem accipi non posse, quia alioquin valores amborum integralium 
in infinitum excrescerent. 



INVESTiaATIO YALOEIS INTEGRALS 

p af‘~^dx 
J 1 — 2aj* cos.^ + aj®* 

A TERMING ® - 0 USQUE AD * - oo EXTENSI 

Oommentatio 589 indicis Enestroemiani 
Opuscula analjtica 2, 1785, p. 55—75 


1. Quaeramus primo integrale formulae propositae indefinitum atque 
adeo omnes operationes ex primis Analyseos principiis repetamus. Ac primo 
quidem, quoniam denominator in factores reales simplices resolvi nequit, sit 
in genere eius factor duplicatus quicunque 1 — 2x cos.co xx] evidens enim 
est denominatorem fore productum ex k huiusmodi factoribus duplicatis. 
Cum iptur posito hoc factore =0 fiat x = cos.co + y — 1-sin. co, etiam ipse 
denominator duplici modo evanescere debebit, sive si ponatur 

® ~ cos. CO -j- ]/ — 1- sin. to sive x = cos. co — Y — 1-sin. co. 

Constat autem omnes potestates harum formularum ita commode exprimi 
posse, ut sit . 

(cos. CO + Y— 1 • sin. cof = cos. Ato + Y— 1 • sin. A co ; 

Mnc igitur erit 

cos. ^co + ]/—!. sin. *co et a;**=cos.2^co + ]/— l.sin.2A:co. 
Substituamus ergo hos valores et denominator noster evadet 

1 — 2 COS./9 cos. A:co + cos.2*co + 2 Y— 1 • cos. 6 sin. kco + Y~ 1 - sin. 2;fcto. 
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INVESTIGATIO VALORIS INTEGEALIS f g- 

t/ 1 — C08. 6 -[- 

2. PGrspicuuiTL igitur 6st liiiius aGcjuationis tam tGrniinos tgQjIgs r^nn.m 
imaginarios seorsim se mutuo tollere debere, unde nascuntur hae duae aequa- 
tiones 


I. 1 — 2 cos. 6 cos. ko} + cos. 2kco = 0, 
11. — 2 cos. 6 sin. kco + sin. 2kco = 0. 

Cum igitur sit 

sin. 2 A:a> = 2 sin. A: CO cos. CO, 
posterior aequatio induet hanc formam 

— 2 cos. 6 sin. A:co + 2 sin. k(o cos. km == 0, 
quae per 2 sin. 7c co divisa dat 

cos.Tico = cos. ^ 


ideoque 


cos. 2 A:co = cos. 2 <9 = cos. 6 ^ — sin. = 2 cos. 6 ^ — 1 , 


qui valores in aequatione priore substituti praebent aequationem identicam, 
ita ut utrique aequationi satisfiat sumendo cos.^co = cos.^. 


3. Pro CO igitur eiusmodi angulum assumi oportet, ut fiat cos. 7: co = cos.^, 

s 

unde quidem statim deducitur km = 6 ideoque co == -^ . Verum quia infiniti 
dantur anguli eundem cosinum habentes, qui praeter ipsum angulum 6 sunt 
271 + 6, 4z71 + 6, 071 + ^ etc, atque adeo in genere 2i7t + 6 denotante i 
onmes numeros integros, quaesito nostro satisflet faciendo km = 2i7t + 6, 
unde colligitur angulus co = , sicque pro co nancisceremur innumera- 

biles angulos satisfacientes, quorum autem sufficiet tot assumsisse, quot ex- 
ponens k continet unitates; successive igitur angulo co sequentes tribuamus 
valores 

B 27t-|-0 43t -p ^ 65C“}"^ B 2(7/' — 

¥’ ~T~‘’ k ’ k ’ ■ ■ ■ ~~k 

Quodsi ergo angulo co successive singulos istos valores, quorum numerus 
est =k, tribuamus, formula 1 — 2oo cos. ,m xcc omnes suppeditabit factores 
duplicatos nostri denominatoris 1 — 2c(^ cos. <9 + quorum numerus erit = k. 

4. Inventis iam omnibus factoribus duplicatis nostri denominatoris 

7W— 1 

fractio ^ a* ^^solvi debet in tot fractiones partiales, qnariim deno- 

1 ““ 2 «t7 cos. 0 oc 
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minatores sint ipsi isti factores dupHcati, quorum numerus est k, ita ut in 
genere talis fractio partialis habitura sit talem formam 

A-{-Bx 

1 — 2x cos. ci-\- XX ’ 

quam insuper resolvamus in binas simplices etsi imaginarias, et cum sit 
XX — 2x cos. co-i-l = (x — cos . CO + V — 1 • sin. co) (x — cos. co — Y — 1 • sin. co), 
statuantur ambae istae fractiones partiales 

- f [ g , 

a: — cos. o — ]/— 1 • sin. (D a; — cos. ca 1 -sin. co 

ita ut totum resolutionis negotium hue redeat, ut ambo numeratores f et ^ 
determiuentur; iis enim inventis habebitur summa ambarum fractionum 

= a; — (/•+ g) cos. CD + Y— 1 • (f— g) sin, co 
xx — ^xcos.m + 1 ’ 

ubi igitur erit 

B = f-\-g et A = (f— g)Y—l-sm.(o — (f g) cos. co . 


5. Per methodum igitur fractiones quascunque in fractiones simplices 
resolvendi statuamus 



1 — 2a:*eos. 0 + a;** a; — cos. co — Y-1 * sin. (o ^ 

ubi It complectatur omnes reliquas fractiones partiales. Hinc per 

X — cos. CO — Y — 1 • sin. CO 

multiplieando habebitur 

a?”— a?“-i(cos.co+y— 1 -siiLco) j- , r>/ . s 

l-2®*eos.0 + a;** f +-« (a; — COS. co — 1/— 1 -sm. co); 


quae aequaiio cum vera esse debeat, quicunque valor ipsi x tribuatur, sta- 
tuamus X = cos. CO -f- Y — 1 - sin. CO, ut membrum postremum prorsus e calculo 
tollatur; turn vero in parte sinistra, quia formula a: — cos. co — V— 1 r sin. co 
simul est factor denominatoiis, facta hac substitutione tarn numerator quam 
denominator in nihiluTn abibunt, ita ut bine nihil concludi posse videatur. 
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6. Hie igitur utamur regula notissima et loco tarn numeratoris quam 
denominatoris eorum differentialia scribamus, unde nostra aequatio accipiet 
sequentem formam 


— (>w — l)a5”‘”*(cos. o + y— 1 • sin, to) 
— cos. 6 + 




■ {ni— (cos. ca + ]/— 1 • sin.o) „ 

— 2l!,X* C.03. 6 *’ 


posito scilicet x =•= cos. co + V — 1 - sin. co. Turn autem erit 

= cos. moo + V— 1 • sin. moo 
et 


(cos. CO + V — 1 • sin. co) = af— cos. moo + V — 1 • sin. mco 
et pro denominatore 

— c,os.h(o -{-V — l-sin.^;a) et cos. 2^co +]/ — l-sm.2Aa); 

unde fit numerator 

== cos. mco -j- Y — 1 • sin. mco 

et denominator 

— 2k cos. <9 cos, kco 210 cos. 2hco — 2Ti Y — 1 • cos. 6 sin. kco -f 2hY — 1 • sin. 2kco. 


7. Pro denominatore reducendo recordemur iam supra inventum esse 
cos.^ct) — cos.^, unde fit sin.^co = sin.^, turn vero 

cos.2^co = cos. 20 = 2cos. — 1 et sin. 2i(:to = 2 sin. 0 cos. 0, 

quibus valoribus adbibitis denominator noster erit 

21c cos. 0* — 2 A: + 2A /— 1 • sin. 0 cos. 6 = — 21c sin. 0^ + 21c Y~ 1 • sin. 0 cos. 0 
== — 21c sin. 0 (sin. 0 — Y — 1 • cos. 0), 

quamobrem boc valore adbibito habebimus 

„ cos. mo3-\- Y— 1 • sin- mm 

2 ^ sin. 0 (]/— 1 • cos. 0 — sin. 0) 
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Simul veto hme siae no?o calculo deducemus valorem g, quippe qui ab f 
ratione sig ni ]/— 1 tantum discrepat, sicque erit 

cos.TOo— ]/— l-sia jwco 

^ — 2^:siii.0(sin. — l'Cos.6) 

8. Inventis autem his litteris f et g pro litteris A et JB colligemus primo 


f+g 


cos.0sm.ma) — sin. dcos. mo sin.(}»a) — 6) 

Tc sin. 6 Tc sin. 9 ’ 


turn vero erit 


"j/— l-cos.(}»ra — 0) 

' ^ h sin. 6 


Ex his igitur reperiemas 


P sin.(m£D — 0) 

^sin. 9 


^ sin. (D cos, {mm — 9 ) — cos. ra sin. (mm — 9) sin. ((m m — 9) — m) 

'ks,m.9 It, sin . 9 ’ 

abi ergo imaginaria spoate se mutuo destruxerunt. 


9. laveatis his valoribus J. et J? iavestigari oportet iategrale partiale 

r (A + Bx)dx 
J 1 — 2xcos.m+xx’ 

abi, cum denomiaatoris differeatiale sit 


2ci>dx — 2dx cos. CO = 2dx(x — cos.co), 

stataamus 

A + Bx =B(x — cos. co) -t- (7 

eritque 0= -d -j- cos.co; Mac igitar erit 

cos. (0 sin.(wo — 9 ) — sin.((W(D — g) — to) 
h sin. 9 

Quia vero — sin. {(mm — d) — m) = — sin. (mm — 6) cos. co + cos. (mm — 6) sin. co , 
erit 

Q sig. CO COS, CD— g) 

To sin. 6 
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Hac ergo forma adhibita formula integranda <iiscerpatur in 

bas duas partes 

B{(e — cos. cj) dx 


+ 


1 — 2 a; COS. CO -f 

Odx 


1 — 2 rBCos.a) + a:a; 1 — 2 a:cos.(a -f a:® 

Hie igitui’ prioris partis integrale manifesto est 

BlV{l — 2x cos. CO + ccx), 

alterius vero partis facile patet integrale per arcum circub expressum iri, 
cuius tangens sit — • Ad boc integrale inveniendum ponamus 




Odx 


xsm.co 


^ , - = i)Atang.^— 

2 xeos.a) + xx ^ 1 — i 

et suintis differentialibus, quia d. A tang, t aequale est habebimus 

Odx -r^ dxsm,G} 


■ X cos. 0 
dt 


unde manifesto fit 


1 — 2 xaos.ca-\- 


I) = ~ 


= D 


1 — 2 a: cos. CO + xx 


sin.oj 


cos, (ma — d) 
Tc sin. B 


10. Substituamus igitur loco B et JD valores modo inventos et ex 
singulis factoribus denominatoris 1 — 2a5* cos.(9 + quorum forma est 
1 — 2a: cos. CO 4- cccc, oritur pars integralis constans ex membro logaritbmico 
et arcu circulari, quae erit 


sin. (ma — B) 
Z:sin. B 


IV {1 


_ . \ , cos. (m0 — B) i , 

2 * 00 s. 0 , + m) + — A, Ung. 


X sm. CO 


cos. G) 


quae evanescit sumto a? = 0. In bac igitur forma tantum opus est, ut loco 
CO successive scribamus valores supra indicatos, scilicet 


6 2 * + ^ in + B Bx + B , 

" = ¥’ XT" 

donee perveniatur ad turn enim surnma omnium barurn forma- 

rum praebebit totum integrale indefinitum formulae propositae. 
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11. Postquam igitur integrale indefinitum elicuimus, nihil aliud superest, 
nisi nt in eo faciamus x — oo, qno facto pars logarithmica ob 

y(l — 2x cos . CO + = a; — cos. CO 

erit Bl(x — cos.oj). Est vero 

l{x — cos. CO) = lx — = lx 


ob — ^ = 0; quamobrem facto x = oo quaeHbet pars logarithmica habebit 
hanc formam — lx. Deinde pro partibus a circulo pendentibns facto 
a; = c» fit 

X sin. 03 . , /• \ 

= — tang. CO = tang, (n — co) 

1 — a; cos. 03 o o v y 

sicque arcus, cuius haec est tangens, erit =n — co hincque pars circularis 
quaecunque fiet — to). 


12. Cum quilibet valor anguli co in genere hanc habeat formam 
+ ^ erit angulus 




mco 

Ponamus brevitatis gratia 

at sit 


— e= ^ et 71 — 03 


x(k— 2‘i) — d 

: - 


0Qc — m) ^ mat 

et 

mco — d = 2ia — 


ubi loco * scribi debent successive numeri 0, 1, 2, 3 etc. usque ad ifc— 1. 
Hinc igitur, si omnes partes logarithmicas in unam summam colligamus, ea 
ita repra^entari poterit 

lx I sin.^ -f- sin.(2o: — + sin.(4a — -f- sin. (6a — 5) 1 

^sin.0| -l-sin.(8a — j- sin.(2(^ — l)a — ^) (’ 

ubi quidem ex iis, quae hactenus sunt tradita, facile suspicari licet totam 
hanc progressionem ad nilulum redigi. Verum hoc ipsum firma demonstra- 
tione muniri necesse est. 
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13. Ad hoc ostendendum ponamus 

8- sin. ^ 4- sin. (2a — ^) + sin. (4a — g) -] h sin. (2(A; — !)« — 

multiplicemus utrinque per 2 sin. a, et cum sit 

2 sin. a sin. cp = cos. (a — cp) — cos. {a + cp), 
huius reductionis ope obtinebimus sequentem expressionem 

2/Ssin.a = cos. (« + ?:) 

— cos. (a — — cos. (3a — — cos. (5a — 

+ cos. (a — ^) + COS. (3a — C) + COS. (6a — ^) 4 

— cos.((2A — l)a — ^), 

unde deletis terminis se mutuo destruentibus habebitur 

28 sin. a = cos. (a 4- 0 — cos. {(21c — 1) a — ^). 

14. Ponamus hos duos angulos, qui sunt relicti, 

« + ? =i> et (2A — l)a — ^ £ 

eritque eorum summa pJ^q = 2alc. Quia porro est a = ^, erit _p4-^ = 2mjr, 
hoc est multiplo totius circuli peripheriae ob m numerum integrum. Quare 
cum sit g = 2mn p, erit cos.g' == cos.p; unde patet summam inventam ni- 
hilo esse aequalem sicque manifestum est omnes partes logarithmicas, quae 
in integrale formulae nostrae ingrediuntur, casu x = oo se mutuo destruere. 


16. Progrediamur igitur ad partes circulares, 
ut vidimus, est — <l"ae posito a = 


quarum forma generalis, 
^ et fit 


cos. (2 ia — g) 
^sin. 6 


/ 2tX + 0\ 

cos. (2ia— g) / 

2i3C 


V Ic J 

1c sin. 0 \ 

V~ 

~ Jc) 


Hie ponatur porro f = /? et ti — ut forma generalis sit 


cos.(2iti; — g) 
A; sin. 6 


(j — 2i/3). 



Quare si loco i scribamns ordine valores 0, 1, 2, 3, 4 usque ad k — 1, 
omnes partes circulares banc progressionem constituent 

1 {y COS. c + (r - 2/?) cos. (2« - S) + (y - 4^) cos. (4« - C) + ' • / 

Hj Sin. C/ 

+ (/ — 2(A — l)/3)cos.(2(^: — l)a — 'Q). 

Ponamus igitur 

S—y cos. 'C-\- (y — 2/?) cos. (2a — D ~t" (/ ~" 4/?) cos. (4a — 

+ '(y-2ik — 1)/5) cos.(2(^ - l)a — ?), 

s 

ut summa omnium partium circularium sit quae ergo praebebit valo- 

rem quaesitum formulae integralis propositae casu, quo post integrationem 
statuitur a: = oo, ita ut totum negotium in investigando valore ipsius S 
versetur. 

16. Hunc in finem multiplicemus utrinque per 2 sin. a, et cum in 
genere sit 

2 sin. a cos. (p = sin. (a + y) — sin. (cp — a) , 
hac reductions in singulis terminis facta perveniemus ad banc aequationem 

sin. a = / sin. (a ^ 

-f sin. (a — S) -f (^ — 2/3) sin. (3a — ^ -P (^^ — 4/3) sin. (5a — ^) -1 

— (y — 2^ sin. (a — — (y — 4/3) sin. (3a — (t — 6/3) sin. (5a — ^) — 

-\-(y — 2{Jc— l)/3) sin. ((2^ — l)a — <;), 

ubi praeter primum et ultimum terminum omnes rebqui contrabi possunt^ 
ita ut prodeat 

2;S' sin. a = / sin. (a -|- Q -f 2^3 sin. (a — ^) + 2/3 sin. (3a — C) + 2/5 sin. (5a — ^) 

-P • • • -f 2/3 sin. {(2k — 3)a — ?) -P (/ — 2(* — 1)/3) sin. {{2k — l)a — S). 

17. lam pro bac serie summanda ponamus porro 

T = 2 sin. (a — ^ + 2 sin. (3a — ^ -P 2 sin. (5a — ?) H + 2 sin. ((2* — 3)a — ^) , 

ut bab^mus 

25 sin. a = sin. (a -p ^) -P (7 - 2(^ - 1)/3) sin. ((2* — !)« — ^) + ^T. 
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lam multiplicemus ut hactenus per sin. a, et cum sit 

2 sin. a sin. cp = cos. [cp — «) — cos. (9 + k), 
facta hac reductione nanciscimur 


Tsin.a = + cos. ^ 

+ cos. (2a — ^) + cos. (4a — p -] 1 - cos. (2(k — 2)a~'Q) 

— cos. (2a — — cos. (4a — Q COS. (2(A: — 2)a — 

— cos. (2(k — 1 ) a — Q, 


unde deletis terminis, quae se mutuo destruunt, remanebit tantum ista ex- 
pressio 

Tsin. a = cos. ^ — cos. (2(li — l)a — ^). 


Cum igitur sit a = ^ , erit 2{k — l)a = 2 wjt — cuius loco scribere licet 
tmde Ob ? = erit 


I sin. a = cos. 


OQc — m) 
ft 


cos. 


ft 


18. Nunc vero notetur in genere esse 


quare cum sit 
erit 

unde sequitur fore 
ideoque 

T 

ob 


cos.^ — cos. q = 2 sin. sin. ^ — 

d(Jc — m) , 2m7C + 6(1c — m) 

= « = ft 

q + p mx-^d(k — m) q — p 

__ = _ et — 


Ism . « _ 2 sin. + sin, ^ 

r-2sin. ’”"+^f-’") 


19. Hoc igitur valore T invento reperiemus porro 

2 /S sin. a<= y sin. (a + 0 + O' — — I)/®) — 1 ) a — 

, no ■ rnje + dQc — m) 

+ 2 /? sin. 
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J 1 ~2x^cos.d 


quae ob ^ = a -j- ^ reducitur ad banc formani 

26'sm. « = (^ + 2/3) sin. (« + ^) + (^ _ 2(Jc — l)/3) sin. ((2k — 1) a — C), 
quae ita repraesentari potest 

2 S sin. a = + 2/3) (sin. (a + + sin. ((2 k — 1) a — C)) — 2k jS sin. ((2 k—l)a — t), 

ubi pro parte priore ob 


erit 


sin.^ + sin. q = 2 sin. cos. — — - 

2 2 


unde pars iim prior fit 

2 -I- 2 /3) sin. ak cos. ((k ~ T) a — 'Q); 

ubi cum sit ak^mn, erit sin.a& = 0, ita ut tantum supersit 
2S sin. a — — 2/3A sin. ((2k — 1)« — J) 

/S^Bin . ((2ifc — l)a — J) 


bincque 
Est vero 


am. ec 


k k ’ 


omisso termino 2w7i erit igitur 

iS= + 

ideoque valor quaesitus erit 

Ssin. 0 ' 

quae forma reducitur ad banc 


JT Sin. 


m^c — rni) 


sin.- 


% sin. 


m3r + g(fe--m) 


h sin. 6 sin. 


ssin, 


m(n — 6) + M 
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20. Contemplemur Me ante omnia casum, quo 6=1, et formula inte- 
gralis proposita abit in hanc 

J T+^’ 

CUIUS ergo valor, si post integrationem ponatur x = oo, evadet 

+ zcoB.-^ 

Quia igitur est sm.^_2sm.|f cos.^, prodibit iste valor 


Jt 


o 7. . mye ' 

2Jcsm.j^ 


qui valor egregie convenit cum eo, quern non ita pridem pro formula 
assignavimus^), siquidem loco h scribatur 2/1;. 


21. Evolvamus etiam casum, quo 6 == 7 i. 
[abit in hanc] 

cuius ergo facto x = <3o valor erit 


et formula nostra integralis 


Ti sin. 6 sin. ^ h sin. — ^ 

» ft 

Huius autem posterioris fractionis casu 6 = n tarn numerator quam deno- 
minator evanescit; quare ut eius verus valor eruatur, loco utriusque eius 
differentiale scribamus, quo facto ista fractio abibit iu hanc 

dQ Gos.d ’ 

cuius valor facto ^ ^ nunc manifesto est 1 — ^ ; sicque valor integralis 

quaesitus erit ft — f , prorsus uti in superiore dissertatione ®) in- 

• A/ Sin* "-I — / 

vemrmis. * 


1) Yide § 11 Commentationis praecedentis. A. G. 

2) Vide §17 Oommentatioms praecedentis. A. G. 

LsoiiTHARDi Euleri Opera omnia I is Commentationes analytieae 
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J 1 — 2a:* cos. 0 + a:** 
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22. Quo autem valorem generalem inventum commodiorem reddamus, 
ponamus n — ^ fietque sin. 6 = sin. rj et cos. 6 = — cos. t] ; turn vero erit 
angulns 

cuius sinus est sin. unde valor quaesitus nostrae formulae erit 

7 . . war ’ 

Aj sm. sm. 

atque hinc tandem sequens adepti sumus 


THEOEEMA 

23. Si Jiaec formula integralis 


A 




J l + 2x^Gos.rj + x^^ 

a termino x = 0 usqm ad terminum x = oo extendatur^ eius valor erit 


Jc sin. v sin. 


war 


sive cum sit 


sin- (l — ^ = sin. rj cos. ^ — cos. j? sin. ^ , 


iste vahr etiam hoc mode exprimi potest 

mri 

sreos.^ 


Tcsm, 


mri 


7 . war y 

K sm. k tang, i; sm. -jg- 


24 Oonsideremus nunc alio modo hanc formulam integralem 

r x” ‘-^dx 
•J 1 + 2 a:* cos. 17 + a:** ’ 

emus valor a termino a; = 0 usque ad 35 = 1 ponatur = P, eiusdem vero 
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valor ab = l usque ad x=ao pouatur =^Q, ita ut exhibere debeat 

ipsum valorem ante inventum. Nunc vero pro valore Q inveuiendo ponamus 
formula nostra ita repraesentata 

dx 

1 + 2a:* cos. ij + a:** x 

ob — = — induet hanc formam 

_ f y~”' dy r 

J l + 2i/-* cos. •»? + «/-“■ 1 / J/*+2/cos.ij + l’ 

cuius valor a termino y=l usque ad i/^O extendi debet. Commutatis 
igitur Ms terrninis babebimus 

0 = -L C 

' J y^’‘ + 2y* cos. + 1 
a termino 2 / == 0 usque ad ^ == 1 . 

25. Quia in utraque forma pro P et ^ eadem conditio integrationis 
praescidbitur, a termino 0 usque ad 1, nihil impedit, quominus in posteriore 
loco y scribamus x, unde pro P Q habebimus hanc formam integralem 

^ I t wi — • 1 

1 + Src* cos. 7] + ^ 

cuius valor a termiuo x = 0 usque ad x = 1 extensus aequabitur huic ex- 

jc sin. /l — 7 ? 

pressioni -l— — Comparatis igitur his binis formulis integralibus 

k sin. 71 sm. -r- ^ 

‘ h 

nanciscemur sequens theorema notatu maxime dignum. 


THEORBMA 


26. B.aec formula integrcdis 


A 




.2* — m-T-l 


idx 


1 + 2«*cos. f] + a:** 

a termino x — d usque ad terminum x = 1 externa aequalis est huic formulae 
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V 1 it 00^ cos. t/ —J” (Xj 

a termino x = 0 usqm ad ferminum x = oo extensae; utriusque enim valor erit 

7 . . rriTt: 


27. Quodsi hanc fractionem ^ in seriem infinitam evol- 

vamus, quae sit 

sin. Tj + J-oc^ + £x^^ + + Daj** + + etc., 

per denominatorem multiplicando perveniemus ad hanc expressionem infinitam 

sin.-j?— sin.?/+ Ax^+ (70;**+ Do:**+ j&a;®*+etc., 

+2sin.'?;cos.7; +2+COS.7; +25 cos. +2Ccos.rj +25 cos. 7/ +etc. 

+ sin.7j + A + B + G +etc. 

unde singulis terminis ad nihilum reductis reperiemus 

1. A 2 sin . Tj cos.rj = 0 hincque A = — sin. 2r], 

2. 5 + 2.4 cos. 7 ; +- sin. 7 ? = 0, unde fit B = sin. St/, 

3. O' +- 25COS.7/ +- A =0, unde fit C= — sin. 47/, 

4- 5 + 2 C COS. 7 / +- B .= 0, unde fit 5= sin. 57 / 

etc., 

ita ut nostra fraetio f+ ws.’t; + a!^* resolvatur in hanc seriem 

sin. 7/ ic* sin. 27/ +• 0;®* sin. St/ — a;** sin. 47/ + x*'‘ sin. 67/ — etc. 
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pro casu x = 1, hocque modo perveniemus ad gemiaas sequentes series 


sin. 

sin. 2ri 

4- 

sin. dri 

sin. 49^ 

I 

sin. 57] 

m 

m + lc 


m -h 

3yfc 


m + 4k 

Bin. 7] 

sin. 27} 

I 

sin. 3 9^ 

sin. 4:7] 

I 

sin. 5 7] 

2h — m 

SJc — m 

r 

4^ — m 



Qlc — m 


Aggregatum igitur harum duarum serierum iunctim sumtarum aequabitur 
buic valori 


unde subiungamus adhuc istud theorema. 


THEOEEMA 

29. Si T} denotet angulum qmmcunque, litterae vero m et k pro lubitu acci- 
piantw ex Usque hinae sequentes series formentur 

p sin.'?} sin. 2i? . sin. Si; sin. 4ij . sin. 5i; , 

m m-\-k ' 1 W + 2A ^ 

Q sin. i; sin. 2i; sin.3ij sin. 4i; sin. 5i; 

" 2/c — m Zh — m'ilt — m bk — m'&k — m ’’ 

neutrius quidem summa exhiberi potest, utriusque autem iunctim sumtae mimma erit 


P+Q = 




COEOLLAEIUM 

30. Quodsi ergo angulum ?; infinite parvum capiamus, ut fiat 
sin. 71=1], sin. 2i] = 2j;, sin. St} = 37} etc., 
quia in formula summae fiet 
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x^-^dx 


2a;^*C08. 6 


[72—73 


si utrinque por rj dividamus, obtinebimiis soquontGin sGriom gGiniiiiataro. 
1 


^ + * 


^ _L 5 , 

“r — tt — 6 tc. 


+ 


M m-\-'k m + 3fc'm+47i; 

1 


- ^ I 3 4 I 5 

2fc— m 3Z; — m~4i — m bh — m~^%h — 


m 


etc., 


CTims ergo summa ent (l — f)-- ubi notetur ambas istas series non 

K> Bin. — ^ 

incongme in banc simplicem contrahi posse 

- . I 18* 32;fc 

m(2k-m) {m + k)(3Jc-m)'^ (m + 2K)(4h-m) (m + BK)(5h-m)~^ 

nbi numeratores sunt nnnieri quadrati dnplicati. 

31. Formulae autem, quanim valores hactenus inyenimus, mnlto con- 
cirmius et elegantius eiprimi poasunt, si loco ejrponentis m scribamus k-n; 
turn euim in yalore iutegrali inyento flet (l_|),_.^, at yero pro deno- 
mmatore flet cuius erit sin.^; sioque nostra formula in- 
fo '^0 ~t yalorem huius 


^ sin. 71 sin. 

J a*-"-^dx 


1 +2a^cos.ij + a;** 

ab a; = 0 usque ad a; = oo, ut et huius formulae 


A 




:dx 


1 + 2a;* cos. tj 

terminum a:_l; et quia utriusque yalor est 
A flin. ^ sin. — P^rspicuum est eum manere eundem, etsi loco n scribatur — - n, 
ex quo prior formula ita repraesentari poterit 


A 




1 + 2 a;* cos. -j- a:®* ’ 

at posterior formula ob hano ambiguitatem nullam plane mutationem patitur.. 
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32. Ponendo m = h — n etiam series nostra geminata pulcliriorem ac- 
cipiet faciem; habebitur enim 


+ 


sin.i? 

sin.2i? 

+ 

sin.3i? 

sin.4i? 

k — 71 

2 k— n 

^k — n 

4:k—n 

sin. 7] 

sin.2i? 

1 

sin.3i? 

sin. 41? 

k + n 

2 k -\-n 


Sk n 

4^^; + l^ 


-j— etc. 
— f- etc., 


•jc sin. 

CUIUS ergo summa erit — — —• Turn vero si bae geminae series in nna.m 

«/ sm. — r— 
k 

contrabantur et utrinque per 2* dividatur, obtinebitur sequens summatio 
memoratu digna 


jt Sin. 


nri 

k 


SAAsin. 


sin. rj 


U- 


-nn 


2 sin. 2 rj 
4,]cJc — nn 


+ 


3 sin. 3 7] 
dick— nn 


4 sin. 4:7] 
l^kk—nn 


-|- 6tc, 


33. Quodsi haec postrema series diflferentietur sumendo solum angulum 
7} variabilem, ob d = ^ cos.^ babebimus 


7tn cos. 


nri 


COS. 7] 4 COS. 21? , 9cos. 3i? 16cos. 4i? , 


2A;^sin ~ — nn 

k 


Unde si sumatur rj^O, orietur ista summatio 

1 4 . 9 


Tcn 


16 


2P sin kh — nn Ikk—nn 'dkk—nn l^kk—nn 

k 


“1“ etc. 5 


sin autem sumatur ?? = 90^ = erit 

cos. 7/ = 0, cos. 2??== — 1, cos. 3i? = 0, cos. 4i? = + l etc., 
unde nascitur sequens series ^ 


n 7C cos. 


2J!;^siii. 


2^^ ^ ,4 ; 1^ 36 ^ 

^ 4:Jck—nn IQkk— nn~ Mkk— nn 64:kk—nn 

k 


+ etc. 


Quia autem sin.-i- = 2 sin. ^ cos. erit eiusdem seriei summa 


Sk 
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34 At si series ilia § 32 exhibita in drj ducatur et integretui% ob 
J dri sin. ^ = -1 cos.^ erit 


jrcos. 


nti 


a 7 * 'Wsr 

k 


GOS.Tj 008,2 7] 

“T 


Jclc — nn 4M— nn 9lcJc— nn 16hlc 


cos.Sfj cos. 4 ^ 
n — 


etc. 


Ut aufcem hie constantem addendam C definiamus, sumamus i] = 0 fietque 

1 1 1 


ft 7 • 

2ny^sm. "=- 
k 


hli — nn ATcle — nn 9]ck — nn"^ 


quare si huius seriei summa aliunde pateat, constans G definiri poterit. 
Series autem haec in sequentem geminatam resolvi potest 


2»C' — 


% 


fcsin. - 


lo n 

~ — j- 

2Jc+n 

1 

4 . 

3Z:+« 4:h-\-n 

1 J 1 

tc—n ' 

2h—n 

SJc'—n 4klc — n 


“{“ etc. 
— etc. 


3o. Cum igitur in Introductmie in Jnalysin Infinitorum') pae 142 ad hanc 
pervenissem seriem 


f I , 1 1 

M-nn 4:hTc—nn~^2'kh~nn Uhlc - nn 


n 


'ihn sin. ^ 


2nn 


(Uc scilicet loco Httoranm ibi adMbitarum « et , soripsi n et k), hoc yalore 
adhibito nostra aequatio erit 


G- 


X 


2«A8in.^ 2«m 

k 


2nhsm.^ 
k 


de fit 0 . Hinc ergo habebimus istam summationem 

nri 


% cos. 


cos. rj 


COS. 2^2 ^ cos . 3^ 


cos. 41/ 


2nk dn. ^ 2»» M- nn lu - «« + ~ — 

qnae series utique Omni attentione digna videtur. 

1) Tide Introductiomm in malysin infinitorum f T apt. v r ^ 

ies I, rol. 8. A. G- ’ * P* Leonhard i Euleri Opera omnia^ 


senes 



METHODUS INVENIENDI FORMULAS INTEGRALES 
QUAE CERTIS CASIBUS DATAM INTER SE TENEANT 
RATIONEM UBI SIMUL METHODUS TRADITUR 
FRACTIONES CONTINUAS SUMMANDI 

Commentatio 694 indicis Enestroemiani 
Opuscula analytica 2, 1785^ p. 178—216 

1. Quemadmodum in seriebus recurrentibus quilibet terminus ex uno 
pluribusve praecedentibus secundum legem quandam constantem determinatur, 
ita bic eiusmodi series sum consideraturus, . in quibus quilibet terminus ex 
uno pluribusve praecedentibus secundum quampiam legem variabilem deter- 
minatur. Quoniam autem in talibus seriebus formula generalis singulos ter- 
minos exprimens plerumque non est algebraica sed transcendens, singulos 
terminos per formulas integrales exhiberi conveniet; quae ut valores deter- 
minates praebeant, post integrationem quantitati variabili valorem determi- 
natum tribui assume, ita ut singuli termini prodeant quantitates determi- 
natae; atque nunc quaestio principalis buc redit, quemadmodum istae formulae 
integrales debeant esse cpmparatae, ut quilibet terminus secundum datam 
legem ex uno pluribusve praecedentibus determinetur. 

2. Quod quo clarius perspiciatur, contemplemur seriem notissimam 
barum formularum integralium 


C 1 

r xxdx 1 

r x*‘dx 1 

r x^dx 

' y{i—xx) \ ^ 

Yil — xx)’ ^ 

y'(i—xx)’ •/ 

]/(l —xx) 


Lkonharbi Euleri Opera omuia I is Commeritationes analyticaa 


27 
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METHODUS INVENIENDI FOEMULAS INTEGEALES [179-180 


quae si singulae ita integrentur, ut eyauescant posito x = 0, turn vero varia- 
bili X tribuatur valor = 1, quilibet terminus a praecedente ita pendet, ut sit 


atque in genere 


f* xxdx 

= i 1 

I' dx 

^ l/(l —xx) 

2 J 

■/(I —xx)’ 

r x*dx 

= 1 1 

f xxdx 

' y(i —xx) 

4 J 

y(i— xx) 

f x^dx 

= ^ 1 

[* X^'dx 

% 

1 

1 

6 J 

y(i—xx) 

r afdx 

n — 

1 r aS^~^dx 


n 



Unde patet banc formulam generalem spectari posse tanquam terminum 
generalem illius seriei atque quemlibet terminum ex praecedente oriri, si iste 
multiplicetur per 


3. Ad similitudinem igitur buius casus seriem formularum integralium 
ita in. genere constituamus 

fdv, fxdv, fxxdv, fx^dv, fx^dv etc., 
ita ut terminus indiei n respondens sit 

quae singula integralia ita accipi sumamus, ut evanescant posito a; = 0; post 
integraMonem autem quantitati variabili x tribuamus quempiam valorem con- 
stantem, veluti a: = l vel abi cuipiam numero. Quibus positis quaestio buc 
redit, qualis pro v assumi debeat functio ipsius x, ut quilibet terminus per 
unum vel duos pluresve praecedentes secundum legem quandam datam, 
utcunque variabilem sive ab indice n pendentem, determinetur; ubi quidem 
imprimis eo erit respiciendum, ad quot dimensiones index n in scala rela- 
tioms proposita ascendat; plerumque autem non ultra primam dimensionem 
assurgere ent opus. Hinc igitur sequentia problemata pertractemus. 
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quae ceetis casibus datam intee se teneant eatioeem 


PEOBLEMA 1 


4. Invcn'h 6. funchonstn v, ut isto, T^latio intef hinos t&nuwos sihi succedentes 
locum hdbeat 



an -{-a 
fin-{- b 



^dv. 


SOLUTIO 

Eequiritur igitur hie, ut sit 

(an-\- a)J‘af~'^dv = (^n-\-b)J od'dv, 

si scilicet post integrationem variabili x certus valor tribuatur. Quoniam 
igitur ista conditio turn demum locum habere debet, ijostquam variabili x 
iste valor constans fuerit datus, ponamus in genere, dum x est variabilis, 
hanc aequationem locum habere 

(an + x’‘~^dv — (/?« h)J^ x"dv + V, 

quantitatem autem Y ita esse comparatam, ut evanescat, postquam variabili 
ille valor determinatus fuerit assignatus. Praeterea vero, quia ambo inte- 
gralia ita capi assumimus, ut evanescant posito ir = 0, necesse est, ut etiani 
ista quantitas F eodem quoque casu evanescat. 


6. Quoniam haec aequalitas subsistere debet pro omnibus indicibus n, quos 
quidem semper ut positives spectamus, facile intelligitur quantitatem istam F 
factorem habere debere x"; quo pacto iam isti conditioni satisfit, ut posito 
x = 0 etiam fiat F= 0. Quamobrem statuamus 

ubi Q denotet functionem ipsius x proposito accommodatam, et quam simul 
ita comparatam esse desideramus, ut evanescat, si ipsi x certus quidam valor 
tribuatur. 

6. Cum igitur esse debeat 

(an a)J’c(f~^dv == (^n l^J^x^dv x” Q, 


27 * 
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METHODUS INVENIENDI POEMULAS INTEGEALES 


[181-182 


differentietur ista aequatio ac differentiali per diviso pervenietur ad lianc 
aequationem differentialem 

(an (i)dv = (pn -[■ i)xdv nQdx xdQ’, 

quae cum subsistere debeat pro omnibus valoribus ipsius n, termini ista lit- 
tera affecti seorsim se toUere debent, unde nanciscimur has duas aequalitates 


I. (a — ^x)dv=Qdx et 11. (a — lod)dv = xdQ. 


Ex priore fit dv = ex altera vero dv^£^, qui duo valores inter 

se aequati suppeditant banc aequationem ^ = quae aequatio 

resolvitur in has partes 


dQ a dx 

Q ~ a X 


a^ — la dx 
a a. — 


cuius ergo integrale erit 


IQ llx - ^-^l(a — ^x), 

unde deducitur 

a bee — ap 

Q = Cx“ (a — Px) . 


7. Ex hoe valore pro Q invento statim patet eum evanescere casu 
x = j, si modo fuerit > 0; sin autem secus eveniat, non patet, quo- 

modo haec quantitas uUo casu evanescere queat. Invento autem hoc valore Q 
inde reperietur 

a bee — ap ^ ^ 

dv= Cx'‘dx(a — px) 

hineque nostrae seriei terminus indici n respondens erit 
fx^-^dv^Cf x' dx(a — px) 

turn vero erit 

ba — ap 

V = Cx “ (a — ^x) • 

TJbi res imprimis eo redit, ut ista quantitas praeter casum x = 0 insuper alio 
casu evanescat. 
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COEOLLAEIUM 1 

8. Hie duo casus occurrunt, qui peculiarem evolutionem postulant; prior 
est, quo « = 0; turn autem inchoandum erit ab aequatione ^ = ’ 

unde integrando elicitur = Mucque sumendo e pro numero, cuius 

logarithmus hyperbolicus = 1, colligitur 

a b 

Q — 

quae formula in nibilum abire nequit, nisi fiat ~^ — oo ideoque x = 0, 
sicque non duo baberentur casus, quibus fieret J^= 0, cum tamen duo desi- 
derentur. Interim autem bine fiet 

a b 

7 dx 


COEOLLAEIUM 2 

9. Alter casus peculiarem integrationem postulans erit /? = 0; turn autem 
erit ^ unde fit IQ = ^Ix — ^ ideoque ^ e “ , quae for- 

mula casu X — oo evanescit, si modo fuerit numerus positivus; sin autem 
fuerit numerus negativus, turn Q evanescit casu x = — oo. Porro vero 
hoc casu fiet 

a —bx 

, x“e~dx 

dv 

a 

SCHOLION 

His in genere observatis aEquot casus speciales evolvamus, quibus 
et a, I certos valores tribuemus, qui ad casus iam satis cognitos 

EXEMPLUM 1 

Quaerantur formulae integrates, ut liat 

J' ifdv = — y* id'~^dv. 

l) In editione principe false mimeri 8 et 9 iterantur. A. G. 


9[a]^). 
litteris a, /? 
perducant. 

9[b]^). 



214 


METHODUS INVENIEFDI FORMULAS INTEORALES 


[183-184 


Cum igitur Me esse debeat (2» — 1) j x” ^dv = 2n fx^dv, erit hoc casu 
a = 2 et a — — 1, turn vero /? — 2 et & = U; hinc fit 


Q' 


dx 


dx dx 


inde integrando 
ideoque 


2i(r-”*) Vx 2{l-x)’ 

Q = (7]/i^ , ergo F = Cx^ ') 


Porro cum Me sit = erit 

2 (1 — X)^ 


dv — 


(7daj]/— 


2(1 — a;) 2y{x — xxy 


Gdx 


sumto ergo G — 2 erit dv 


dx 


]/(® — xx) 


et formula nostra generalis 


fx-^dv = 

^ y{x—xx) 

unde cum sit T' = a;”yi^, haec quantitas manifesto evanescit sumto £c = l, 
ita ut nostra formula, si post integrationem statuatur a; = l, quaesito satis- 
faciat. Quodsi iam ponamus x = yy , ista formula induet hanc formam 

' 2 f 

Jy{l-yy)’ 

quae posito post integrationem y = l praebet hanc relationem 

r y^'dy _ 2 m — 1 Gy^’^-^dy 
^Vi^ — yy) 2» Jy(^i — yyy 


1) In editions prinoipe factor Q huic formulae deest. Faotores autem constantes Eoleeus 
etiam in formulis sequentibus saepenumero neglexit. A. G. 
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quae continet relationes supra (§ 2) commemoratas; hinc enim flet 

A 


et 




yydy 

1 

r dy 

V{'^-yy) 

2 . 

' Vi^ — yy)’ 

y*‘dy 

3 

f yydy 

V{^ — yy) 

4 ^ 

'V(i-yy) 

%fdy 

5 

f y*dy 

Vi'^-yy) 

6 u 

'Vii-yy) 


EXEMPLUM 2 
10. Quaerantur formulae integrales, ut fiat 

Cixf'dv — — — -faf’~^dv. 

J an J 

Cum igitur hie esse debeat (an — l)Jljif‘~^dv = anjx^dv, erit hoc casu 
/?=« et h = 0, uude per formulas supra datas colligitur 

— — rJ: ±i 

Q = Gx“ (a — ax)“ = Cx“ — , 

quae quantitas manifesto evanescit posito x = l. Turn autem erit 

‘ — ^ +1 

dr = ° 

1 — x ’ 

unde formula nostra generalis erit 

quae concinnior redditur faciendo x = y“', turn enim ea induet hanc formam 


/: 


y“”-^dy 

Qg — 1 

(l_ya)ir 


ubi iterum post integrationem statui debet y = 1. Erit hinc 


nyan-^ru-i dy an—lTy' 

J r ~ «« T 


^dy 
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[ 185—186 


atque hinc orientur sequentes casus speciales 

yin-^dy a—l y^'^dy 


J: 


zi r 

a—l ^ t a—l 


et 


^ y^‘‘~^dy 2 a — 1 p y^‘‘~^dy 

J "" ""“2 a J ~~~ "-'i ' 


11. Hiuc igitur si sumatur a = l, ut fieri debeat 
J'x'dv — J'oif~^dv, 

formula nostra generalis iam in y expressa erit / y''~^dy, cuius ergo valor 

11 ev ” 

est tota series nostrarum formularum integralium abibit 

in banc 

11111111, 
o’ l’ ~2’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ 6’ 7 


12. Sumamus etiam a==-i et iam non amplius opus erit ad y proce-^ 
dere. Hoc igitur casu erit 

g = et dv=>^^~^-, 

XX XX 

unde formula nostra generalis fit 

Jsf-^dv=fx’'-\l-x)dx, 
cuius ergo valor algebraice expressus erit 


»— 2 


x" 


n — l 


X' 


.n — l 


(w-l)(»-2)’ 


unde series nostrarum formularum evadet 


1 ^ i_ 1 1 

0 — 1’ O-l’ 1-2’ 2-3’ 3^’ 


1 

4-5 


etc. 
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EXEMPLUM 3 

13. Qun&TdntuT formulae integrales, ut sit 

J x”dv — nj x’'~^dv. 

Cum igitur esse debeat nfaf-^dv^l fx^dv, erit a = l, a; = 0, & = 1, 
/i = 0. Cum igitur sit ^ = 0, casus Corollarii 2 hie locum habet indeque erit 
= ideoque F=e-*a;", quae quantitas his duobus casibus evanescit 
a: = 0 et x—oo. Porro vero erit dv — e~'‘dx hineque formula nostra 

generalis fiet unde ipsi seriei termini ab initio sequenti modo 

se habebunt; 

Je "dx, J e~'°xdx, ^fe~^xxdx, J‘e~'‘x^dx etc., 

quibus integratis ita, ut evanescant posito a; = 0, turn vero posito x=<x> 
orietur sequens series satis simplex 

1, 1, 1.2, 1.2.3, 1. 2.3.4, 1.2. 3. 4. 5 etc., 
quae est series hjpergeometrica Wallish^), cuius ergo terminus generalis est 

= 1 . 2 . 3 • 4 . • . (w — 1). 

14. Ope ergo huius termini generalis hanc seriem interpolare licebit. Ita 
si quaeratur terminus medius inter duos primes, poni debet w = |- ac valor 
huius termini exit J^e~‘‘dxyx, cuius autem valor nullo modo algebraice expiimi 
potest. Inveni autem singular! modo hunc ipsum terminum aequari yl/jt 
denotante ji peripheriam circuli, cuius diameter = 1, unde hie vicissim cog- 
noscimus esse J'e~'°dxyx = ^^, posito scilicet post integrationem a: = oo . Ter- 
minus autem hunc praecedens indici ^ respondens erit = I/tt, cui ergo ae- 
quatur formula Quodsi hie ponamus e‘ = y, ita ut posito a; = 0 

l) Vide 1. Wallisii Arithmeticam mfinitormn, Oxonii 1656, scholmm adiectum ad propo- 
sitionem 190; Opera, 1. 1, Oxoniae 1695, p. 466. Quo in scholio progressio hgpergeometrica vocatur 
„progressio facta ex termini primi continua multiplicatione in quotlibet succedentes numeros in- 
aequales, sive crescentes sive decrescentes ; (puta 1, 2, 6, 24, etc. ex continue multiplioatis 
1 X 2 X 3 X 4 etc. vel 1, etc. ex continue multiplicatis 1 Xy X X: etc.)“ A. (J. 

Leonharbi Euleri Opera omnia I is Commentationes analyticae 


28 
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METHODUS INVINIENDI FOEMULAS INTEGEALES 


[187—188 


sit y = \, at posito x = oo flat y = oo, turn ergo ista formula abit 

in hanc f , quae formula, si ita integretur, ut evanescat posito y = l, 
turn vero fiat y = oo, praebet valorem ipsius K Si porro fiat y=~,Qx\m\i 

termini integrationis 0 = 1 et 2 = 0 et formula integralis erit 



sive permutatis terminis integrationis erit 



quemadmodum iam olim observavi/) 


EXEMPLUM 4 

15. Quaerantur formulae infegrales, ut dt 

f =^fx”~'-dv sive J'oif~'^dv = nj'x^dv. 

Hie est a = 0 et a = 1, /? = 1 et 6 = 0; qui ergo est casus in Corollario 1 

i. 1 

tractates, unde colligitur fore Q = e^ ideoque quae formula ne- 

i 

quidem evanescit sumto x=0, quandoquidem formula aequivalet infinito in- 

fiuitesimae potestatis. Hie autem miro modo evenit, ut casus x = — 0 reddat 

formnlam e ® subito evanescentem. Scilicet si co denotet quantitatem infinite 

parvam, erit = oo“, turn vero repente fiet = ^ = 0, quam ob causam 
formulam Mnc exhibere non licet scopo nostro respondentem. Heperietur 

quidem dv = — e^~, ita ut formula nostra generalis futura sii—J'x^-^dxe'^ , 
quae autem nobis nullum usum praestare potest. 

1) Vide Commentationem 19 (indicis Enestroemiani): De progressionibm iremerndmUbus, 
seu qmrum termini generates algebraice dan nequeunt, Comment, acad. sc. Petrop. 5 (1730/1), 
1738, p. 36; Leosba&di Edlmri Opera omnia, series I, vol. 14; Tide porro Commentationem 421: 
MotuMo formulae integralis fx^-^dx(lxyi integratione a valore x = 0 ad x=l extensa, Novi 

comment acad. sc. Petrop. 16 (1771), 1772, p. 91; Leonbardi Eoleri Opera ormia, series I, 
voL 17, A. G. 
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16. Quodsi liic ponamus = formula ista generalis transit in hanc 

formula evanescit posito «/ = — oo. 
Quomodocunque autem hanc expressionem transformemus, semper idem in- 
comniodum occurret. Interim tamen etiam hnnc casum sequenti modo resol- 
vere licebit. Sit enim seriei, quam quaerimus, primus terminus = co, ex quo 
per regulam praescriptam sequentes ordine ita procedent 

1 2 3 4 5 « 

03 CO G) CO CO 

r r2’ ITFs’ 1.2.3... (n-l)' 

Supra autem vidimus huius formulae 1 • 2 • 3 • 4 • 5 •••(» — 1) valorem exprimi 
per hoc integrale integratione ah a: = 0 ad a: = oo extensa; tan- 

tum igitur opus est, ut hanc formulam integralem in denominatorem trans- 
feramus, et seriei, quam quaerimus, terminus generalis erit 

1_ 

unde satis intelligitur negotium non per simplicem formulam integralem 
expediri posse, quod idem quoque tenendum est de aliis casibus, quibus 
quantitas V non duobus casibus evanescere potest; turn enim tantum opus 
est fractionem invertere atque formulam integralem in denominatorem 

transferre. 


SOHOLION 


17. Msi sit vel a = 0 vel /? == 0, quos casus iam expedivimus, resolutio 
nostri problematis semper reduci potest ad casum, quo ambae litterae k et /? 
sunt aequales unitati. Cum enim esse debeat 




pn + i' 


ponatur x == ^ fietque 




quae aequatio reducitur ad hanc formam 


J if'dv ■■ 


n + a: u 
w J 1 13 


Jy’‘~^dv. 


28 * 
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METHODUS INTENIBNDI FOEMULAS INTEGrEALES 


[190—191 


Quodsi iam nunc loco 
formula 


— sciibamus a et h loco 


r 




resolvenda erit 


haec 


cuius resolutio, si loco x scribamus y et loco litterarum a et /? unitatem, ex 
superiori solutione praebet prime 


Q = Cy^(l-y)»-% 


quod ergo evanescit posito y = 1, si mode fuerit & > turn autem erit ipsa 
formula 


fy^-^dv =^cf f^^-Hy{l - 2 //-“-^; 


sin autem fuerit h<a, haec solutio, uti vidimus, locum habere nequit; verum 

hoc casu pro termino nostrae seriei assumi debet haec forma ita ut 

^ Jy dv 

turn esse debeat 

1 n + a 1 


sive 


fy"dv m + 6 fy’‘~^dv 


cuius resolutio permutatis litteris a et & praebet 

Q=.Gf{l-yy-\ 

quae iam casu y = l evanescit, si fuerit a>h; atque turn erit formula 
generalis 

ff-^dv= Cfy’^^'‘-^dy(l-yY-'’-\ 

Sive igitur sit h>a sive a>l, solutio nulla amplius laborat difficultate. 


18. Sin autem fuerit vel a = 0 vel /9==0, loco alterius etiam scribi 
poterit unitas; unde si esse debeat 

Jx'‘dv = Jx’’~'^dv, 

ob a = 1 et /3 = 0 solutio nostra generalis dat 
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unde colligitur Q = quae formula evanescit posito x = co, si modo 

h fuerit numerus positiyus; turn autem fit terminus generalis 

xf‘~^dv == C dxe~'’^. 

At vero numerus 1) negativus esse nequit, quia alioquin conditio praescripta 
esset incongrua. 


19. Consideremus etiam alterum casum, quo a = 0 et ^ = 1 ideoque 
conditio praescripta 

unde fit 


dQ dx 


(a — hx). 


Hinc autem pro Q orietur valor, qui praeter casum x = 0 evanescere non 

posset; quam ob causam formula generalis statui debet 

debeat 

Jafdv ^'^^fx^~''dv, 

unde prodit 

M = (h — ax) ideoque Q = x”, 

quae expressio evanescit posito a; = oo, quoniam a necessario debet esse nu- 
merus positivus; turn autem erit 

dv=Ce~‘‘'‘xf‘dx, 

unde formula generalis seriei erit 

1 


PROBLBMA 2 

20 Denotet T terminwm indAd n respondentem in serie, quam considerandam 
suscepimus, at vero T terndnum sequentem atque proponatur haec cmd^t^o ad^m- 

plenda fKn-l-a)(«'’» + gO ^ 
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METHODUS INVENIENDl EOEMTILAS INTEGEALES 


[192—193 


SOLUTIO 

Quoniam Me valores geminati occurrunt, huic conditioni commodissime 
satisfiet, si terminus generalis T tanquam productum ex duobus factoribus 
spectetur. Statuatur igitur T=BS sitque terminus sequens =Ii'8' et quae- 
rantur formulae JR et S, ut fiat 



ec' n 4" ® o. 


turn enim sumendo T=B8 conditioni praescriptae manifesto satisfiet. Hoc 
igitur modo pro B et 8 vel buiusmodi formulae J‘x”~^dv vel inversae 
reperientur, id quod pro solutione generali sufficit, unde rem exemplo 


illustremus, 


EXEMPLUM 

21. Quaeraiur formula generalis T, ut fiat 

y' — 2^ 

nn 

Eesolvamus igitur T in duos factores B et 8 ac statuamus 

E = ^B et 8'r^*^8. 
n n 

Pro priore forma si statuamus B— Jaf‘~^dv, ex solutione generali, ubi erit 
a = 1, a^ — c, jS <= 1 et & = 0, fiet 

Q=Cx-\l — x)% 

quae forma manifesto evanescit posito x — l‘, Mncque quia fit 

F= Gx^-^l — xy, 

baec forma etiam casu x — 0 evanescit, si modo n fuerit > c, id quod tuto 
assumi potest, quia exponentem n successive in infinitum crescere assumimus 
ac plerumque pro c fractiones tantum accipi solent. Hinc ergo erit 

B^Cfx”-‘-^{l~xy-^dx. 
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22. Hinc iam alter valor litterae S deduci posset scribendo tantum 
— c loco c, turn autem non aniplius fieret ^ = 0 posito x = l, quamobreni 
pro 8 formulam inversam assumi oportet, ut esse debeat 

Jx dv 



ubi cum sit a==l, a = 0, /? = 1 et 6 = c, reperitur 

Q=C(1 — x)% 


quae forma manifesto fit =0 posito a; = l; hinc autem prodit 

dv == C(1 — odf~'^dx, 

ergo habebimus 

8 ^ ; 


consequenter formula nostra generalis quaesita erit 

j,_ fiir-‘>-^(i—xy-'^dx • 
faf~^(l—xy~^dx 


23. Quodsi ergo nostrae seriei per factores procedentis primum terminum 
ponamus = A, ipsa series erit 


1 

A 


2 

-cc 




1—cc 


3 

4— cc 
4 


A, 


1 — CC 

i~ 


4 

4 — cc 9— cc 
“4 9~ 


A 


etc.; 


unde si sumamus c = 


2 » 


erit haec series 


A, 



1-3 35. 

2 ■ 4 . 4 ^ 


1- 3 3-5 5-7 

2- 2 ’ 4-4 ‘ 6 • 6 


etc., 


cuius ergo terminus indici n respondens est 

fx’‘~^(l—x)~^dx 

j 

fx’‘-^(l—xy^dx 

qui posito x = yy transit in hanc formam 

fy^»-\ l — y y)~^^dy ^ 
fy^^-^(l—yyy^dy 
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unde patet tenninum primiun fore 

f f ^ 

^ Vi^-yy)’^ V0--yy) ^ 

posito scilicet post integrationem y = 1. 


PEOBLEMA 3 

24. Denotet T terminum seriei indici n respondentem sintque T' et T" ter- 
mini sequentes pro indicibus w 1 et n-\- 2; si proponatur inter ternos terminos se 
inseqtientes tcdis relatio, ut sit 

(an + a)T— (fin + b)T' + (jn + c) T" , 
investigare formulam pro T, qua terminus generalis huius seriei exprimatur. 

SOLUTIO 

Assumatur pro T formula integralis Jaf'~^dv huiusque integrale ita 
capiatur, ut evanescat posito x = 0 , eruntque termini sequentes T' = Jx'^dv 
et T" = JaP'^^dv, siquidem post integrationem variabili x certus valor deter- 
minatus tribuatur. Quamdiu autem haec quantitas x ut variabilis spectator, 
ponamus esse 

(an-\-d)T=(^n-^b)r-\-(pn-{-c)T"+x^Q 

ac perspicuum est Q eiusmodi functionem esse debere ipsius x, quae eva- 
nescat, si loco X valor ille determinatus substituatur, quern autem a cyphra 
diversum esse oportet, quoniam iam assumsimus omnes istas formulas in 
ruMlum abire posito 'a; = 0. Quodsi vero absoluto calculo buic conditioni 
nullp modo satisfieri potent, id erit indicio problema nostrum hac ratione 
resolvi non posse, ut scilicet eius terminus generalis T per talem formulam 
differentialem simplicem exhibeatur." 

25. Dififerentiemus nunc aequationem modo stabilitam ac divisione facta 
per sequens prodibit aequatio 

(an a)dv = (pn + h)xdv (yn -f c)xxdv n Qdx xd Q, 
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quae, quia termini littera n affecti seorsim se destruere debent, discerpetur 
in binas sequentes aequationes 


1. adv = ^xdv -f yxxdv + Qdx, 

2. adv = Ixdv + exxdv + xdQ, 


ex quarum priore fit 


ex altera vero fit 


dv = 


Qdx 

cc — ^x — fxx’ 


dv = ^ 

— ox — cxx 


quorum valorum posterior per priorem divisus praebet 

dQ dx{a — hx — cxx) 

Q x(« — ^x — yxx)’ 

ex cuius ergo integratione valor ipsius Q elici debet, quo facto facile patebit, 
utrum is certo quodam casu praeter x = 0 evanescere possit. Imprimis 
autem hie notari convenit, si hoc integrale involvat huiusmodi factorem 
turn solutionem quoque successu esse carituram, quandoquidem posito a; = 0 
iste factor tantam involvet infiniti potestatem, ut, etiamsi per x” multipli- 
cetur, productum etiamnum infinitum maneat. 


26. Quodsi igitur his conditionibus praescriptis satisfacere licuerit, turn 
invento valore litterae Q, quern ponamus fieri = 0 posito <c = f, habebitur 


w 1/ _ 

cc — px-^-'yxx 

et formula generalis naturam seriei complectens erit 

t/ J a — px — yxx 

quippe cuius integrale a temiino x==0 usque ad terminum x = f extensum 
praebebit valorem termini T indici cuicunque n respondentis. 

Lbonhabdi Euleki Opera omnia I is Commentationes analyticae 29 
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SCHOLION 

27. luventa autem tali relatione inter ternos terminos cuiuspiam seriei 
sibi invicem succedentes inde more solito formari poterit fractio continua, 
cuius Talorem assignare licebit. Si enim characteres 

r, T, r", T"" etc. 

denotent ordine omnes terminos post T sequentes in infinitum, ex relatio- 
nibus, quas inter se tenent, sequentes formulae deducentur. Ex relatione 

[an + a) T = [^n -{-V)!' [yn + c) T" 

deducitur 

Tam 4- al — = 4- & 4- + + « + 

Ex relatione sequente 


deducitur 


{an a d^T = [^n- ^ ~\~dj I" -(- [yi^ y T" 


Simili modo sequentes relationes suppeditabunt 


[an “1“ 2o^ u) 
[an — 1“ 3 a “[■ fl) 



Rr, \ \ h I (y”+2r + c)(aw+3« + a) 

fln + 2fi + h+ 


= -(- 3/? + 6 + 


[yn + Sy -{-c)[an-\- a) _ 
[ttn-\-ia+d)T''":f''^ ’ 


unde mamfestum est, si in prima formula continue sequentes valores ordine 
substituaatur, prodituram esse fractionem continuam, cuius valor aequalis 
erit formulae [an a) 


28. Quodsi ergo loco n successive scribamus numeros 1, 2, 3, 4 etc., 
sequens problema circa fractiones continuas resolvere poterimus. 
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PROBLEMA 4 

Pi oposifoi ffuctionB contiwud liuius foTTnO/C 


2 18 -j. J _j_ (3 oi g ) 


eius valorem investigare. 


3/s + 6 + (?Z±£)(ifL±^) 

(4y + c)(5«+a) 

5. , j (57+^^6«±a) 

^6/3 + 6+ etc. 


SOLUTIO 

Consideretur in genere ista relatio inter ternas quantitates sibi sucee- 
dentes T, T', T", quae sit 

{an + a)T= {^n + &)T'+ + c)T", 

atque ex praecedente problemate quaeratur valor ipsius T, siquidem fieri 
potest, hoc modo expressus 

faf-^dv= , 

e/ J a^px~yxx 

cuius integrate ab x = 0 usque ad x = f extendatur, qua formula inventa 
ponatur 

f 9^ et f _ 7? 

J a — ^x — yxx J a — ^x — yxx ’ 

ita ut A et J5 sint valores ipsius T pro casibus n = l et « = 2; quibus 
definitis fractionis continuae propositae valor per praecedentia erit = 

Hanc igitur investigationem ad sequentia exempla acconunodemus. 


BXEMPLUM 1 

29. Investigare valorem fractionis continuae notissimae, guam olirn Bboun- 
CKBBUS^) pro qugdratura ciradi proMit, quae est 


2 + 


11 


2d 


3-3 


2 + 


5-6 


2 + etc. 


1) Haac celebrem fi-actionem continuam Beounckeeus epistola cum Wallisio communi- 
cave^. Vide I. Wallish ArUhmeticcm infinitorum, Oxonii 1656, p. 182; Oj)era, 1. 1, Oxoniae 


29 " 
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Quia onmes partes integrae laevam respicieutes sunt constantes 2, pro 
nostra forma general! fiet 

/? + & = 2, 2/? + & = 2, 3/3 + & = 2 etc.; 

erit ergo jS = 0 et 6 = 2; at pro numeratoribus sequentium fractionum, 
quandoquidem constant binis factoribus, erit pro factoribus prioribus 

^_pc = lj 2 j' + c = 3, 3^ + c = 5, 4^ 4" c = 7 etc., 

unde concluditur y = 2 et c = — 1, pro alteris vero erit 

2c + a = l, 3a + 0 = 3, 4a + a = 5 etc., 


unde a = 2 et a=— 3. Ex his autem valoribus colligimus hanc aequationem 

dQ dx(B + 2x—xx) 

Q 2x(l — xx) ’ 

quae per 1 + a: depressa praebet 

dQ dx(S—x) 

Q ~ 2xll—x) ’ 

unde integrando fit 

IQ = — — x) et hinc Q = ~^’ 


ex quo valore porro sequitur 


A — i 

^ il—x)dx 

r dx 

^ J 

2x^(1 — xx) 

' 2x{l-^x)yx 

^=J 

^ (l — x^dx 

r dx 

2 x^(l — xx) 

2{i + x)yx 


1695, p. 469. Notandrim est fractionem Brounokebianam apud Waii^isujm too modo scriptam 



— 26, 
2—49 


T — 81 


2 


etc. 


4 

Talorem fractLonis — repraesentare ideoque a fractione huius exempli imitate diflferre. 

Vide etiam L. Euleri Introductionem in analysin infi/niiorum, Laiisannae 1748, 1, p. 305; 

Lmonhardt JEuleri Qpera omnia^ series I, vol. 8. A. G. 
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30. In Ms alutem valoribus istud incommodum deprehenditur, quod prius 
integrale evanescens reddi nequit posito x = 0. Hoc autem incommodum 
facile removeri potest, si fractionem continuam supremo membro truncemus 
et quaeramus valorem istius fractionis 


2 + etc.; 

qui si repertus fuerit =s, erit ipsius propositae valor ==& + y. Nunc vero 
comparatione instituta fit quidem ut ante /? = 0 et b = 2, turn vero / = 2 
et c = + Ij « = 2 et a = — 1, unde sequitur 


2x(l — xx) 


dx{l + x) 
2x(l — x) ’ 


unde integrando fit 


IQ = — --lx -j- 1(1 — x) ideoque Q 


ex quo valore iam habebimus 


P (l — x)dx 
^ 2{}. — xx)yx 


x)dx i. 

xx)yx 2 J ( 


’ dx 

(i+x)yx 


ubi cum sit 0 = , eius Valor manifesto evanescit posito x = l, quamob- 

yx 

rem ilia integralia a termino x = 0 usque ad ic = 1 sunt extendenda. 


31. Qua nunc haec integralia facilius eruamus, statuamus x — ez, ita 
ut termini integrationis etiamnunc sint z = 0 et z = l, eritque 


et 





% 

T 


sicque habebimus s = quocirca ipsius fractionis Brounckeeianae valor 

est 14- — , onomino uti olim Brounckerus iam invenerat. 

7C ^ 


1) Sed vide notam p. 227. 


A. a. 
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EXBMPLTJM 2 

31 [a]. ^). Investigare valorem hums fracfionis continuae Bbounokebianae^) 
latius patentis 


, , 5^5 

■^& + etc. 


Ut hie incommodum superius evitemus, omittamus membrum supremum 
et quaeramus 


S=r=b -{- 


3-3 

h I ^ ‘ ^ 

6 + etc., 


quandoquideiii turn erit valor quaesitus = J -j- ^ . Nunc igitur erit /? == 0 et 
6 = 6 , y — 2, c — 1, a = 2 et a = — 1 , unde fit 


ac proinde 


hineque 


dQ dx(l-{-hx + xx) 

Q 2x{l—xx) 

(i + iz?) ^ Yx 


1) In editione prindpe false numerus 31 iteratur. A. G, 

2) Ntun vero Bkounckerus ipse hviusmodi fractiones continuas casu 6>2 tractaverit, non 
hqne^ cum mvestigationes eius nonnisi ex relatione a Wallisio in propositione 191 ArUbmcUcae 
i^fiUorum (^de notam p. 227) data noverimus. Extant autem in fine huius propositionis haec 
WALnisn verba: „Atqu6 hactenus Nobilissimi Viri mentem, quanta potui brevitate simul atque 
perspicmtate exposui; quaeque de ipsius methodo dieenda habui breviter indicavi“. Vide I. Wallis 

me^ti Edi^bebs ipse ad banc quaestionem soripsit in Com- 

mentoone 123 (uAc^ Enbsteobmiabi): De fractionOm emUnuis ohsermtiones, Comment, a cad 

voL 1^°^' P- 39-42; LxomAj^Dx E vxmm Opera omma, series I, 

Wallisibs quidem aHos casus nisi 6 = 4« + 2 et 6 = 4« tractavit Vide 
p. 182-183; Opera, A. G. 
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quae formula manifesto fit = 0 ponendo tc = 1 , siquidem & + 2 fuerit nume- 
rus positivus, unde fit 

d -{-2 

2(l+a;)*yx 

Hinc autem colligetur 


A 


6-2 

1 r(l—x) * dx 
2j 

(1+a:) * Yx 


et B = - m-a;) * dxYx 
2 J il* 

(!+«) ^ 


sive ponendo x = sz habebimus 




6-2 


-3z) * ds 


6 + 2 
(1 + ^^) * 


et B 


-f 


(1- 


5-2 

■ez) * zsd z 


L±^ 

(1 + zz) ^ 


quae ambo integralia a z = Q usque ad z = \ sunt extendenda. Ex his 

autem valoribus A Qi B erit s = ^; ipsius igitur fractionis propositae valor 

erit = 6 -f- - = & 4- . 

s 'A 


32. Quodsi hie ponatur 6 = 2, prodit casus ante expositus a quadratura 
circuli pendens, quippe quo casu formula fit rationalis. Quando autem ex- 
ponentes — j— et — j- non sunt numeri integri, turn litteras A et B neque 
per arcus circulares neque per logarithmos exprimere licet. Veluti si faerit 
6 = 4, erit 


A 


rdzy(i— zz) 

J ft ^ 




cuius valor per arcus ellipticos exhiberi posset. At si 6 fuerit numerus 
impar, hi valores multo magis evadunt transcendentes, ita ut his ipsis litteris 
At et jB debeamus esse contenti. Contra autem si exponentes illi fiant nu- 
meri integri, totum negotium per arcus circulares expedire licebit. 


33. Exponentes autem illi et erunt numeri integri, quoties 
fuerit 6 numerus huius formae 


6 = -f 2; 
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turn enim erit 


. I*(l — j0yd0 , p Cil-—s^'szds^ 

^ ~J (1 + 00)’+^ ~J (1 + 00)'+-^ ’ 


quos ergo casus quomodo evolvi oporteat, operae pretium erit docere, quoniam 
Wallisius eds iam est contemplatus. *) 


34. Quoniam hoc negotium totum redit ad reductionem huiusmodi for- 
mularum integralium ad formas simpliciores, consideremus in genere formam 
P = cuius diflferentiale sub sequentibus formis exbiberi potest: 

m^~^dz 2«A’"+^d;S 
{1+00)” + ^’ 

m 0 ’^~^d 0 (2n — m) 0 ’'‘'^^d 0 


1. dP 

2. dP = 


+1 


3. dP = 


(i-i-00)’‘+^ (i+00y 

(2n — m) 0 ^~^d 0 ^ 2 n 0 ”'~^d 0 


(i+00y ^(i+00y+'^’ 

unde banc triplicem reductionem integralium deducimus 


L 

r z’^+^dz 

m i 


grn 


j (r+ ^5)”+^ “ 

2nJ 

ll + Z0y~Jn 

(1 + zzy ’ 

n. 

r 0”^+^d0 

m 

r 0”'-H0 

1 


J (1 + + l - 

2n — 

mj {1 + 00 )"+^ 

2n — m {l + zzy’ 

III. 

r Z^-^dz 

2n — 

m r z’^-^dz 

1 8^ 


J (1 + 00y+^ ~ 

2n 

J {1+zzy'^ 

2n (l+zzy’ 


quarum reductionum ope casibus l = 4i-\-2 totum negotium absolvi et ad 
formulam -j- reduci poterit, siquidem post integrationem sumatur 0 = 1 . 


35. Sit i=l ideoque b = 6 eritque 

4 r(l—00)d0 , r(l — 00)00d0 

Nunc igitur reperiemus per reductionem tertiam 

r dz ^ 1 r dz 8 , 1 

, J{i+z0y 2j iJi-zz'^ 2'i+gg~ 


l) Vide notam 2 p. 230. 


A. 6. 



204 205] QUAE CEETIS CASIBUS DATAM INTER SE TENEANT RATIONEM 


233 


et per reductionem primam 

ezds 

I 


porro 


(1 + zzf 
^dz 


f z^dz ^ £ Tj 

J (1 + zzf ~ 2 J 1 


* dz 

1 

z 


1 

1 ZZ 

2' 

l+zz 

“8 


^ zzdz 

1 

_ 

5 

o% 

1-{‘ZZ 

2 

1 +5^! 

4 

8” 


Ex his iam valoribus colligitur -d = Y et £=|- — -i 
quocirca orietur ista summatio 


3 + 7r = 6- 


1-1 


3-3 


5-5 


7-7 


6 “f" etc. 


ideoqne ^ = n —3, 


36. Sit nunc i = 2 et 6 = 10 eritque 



f- 


‘(1 — zzydz 
(1 + zzy 


et 


B 


=/ 


'zz (1 — zzydz 
(1 + zzy 


Quo haruna integralium valores investigemus, sequentes evolvamus formulas 


/< 

/i 

Si 


(i+szy 

zzdz 

(1+7^ 

z*‘dz 
(i + zzy 

z^dz 


= t/< 

=i/< 


dz 1 
(1 4- zzy ' 4 


4 1 / ( 1 + zzy 


r hr 

J (1 +z8y~ 4 J ( 


zzdz 
(1 + zzy 

z^dz 

(1+^ 


3 ^ , 1 



32 “ 


z 




32' 



37t 

1 

{i+zzy 

"32^ 


y "1 1 M m'vS 

_ 3 

o 

ihjt 


{l+zzy 2 32 * 


Ex quibus iam valoribus deducitur ^==y S = 2 — ^ ideoque j = , 

unde emergit sequens summatio 


5ji;+16 ^ 1-1 


7t 


10 - 


3*3 


10 - 


5'5 


10+ etc. 

Leonhabdi Euleri Opera omnia I is Commentationes analyticae 


ao 
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37. Si I esset miinerus negativus, investigatio nulla prorsus laboraret 
difBcultate. Si enim in genere fnerit. 


semper erit 


a-\- 


■ e + etc., 


■s=a- 


e + etc., 


unde, si habeatur valor istius expressionis, idem negative sumtus dabit va- 
lorem illius. 


E51MPLUM 3 

38. Proposita sit fractio contima, cuius valorem investigari oporteat, ista 


1 + 


1-1 


3-3 


5-f 


5-5 


7-7 


9 + etc. 


Quo fractiones supra [§ 28] allegatas [adhibeamus,] omisso membro su- 
premo sit 

5 = 3 -+-^^^ 

' 5-5 


7-7 


9 etc. 


eritque ^-1-Z) = 3, 2/?-j-& = 5 ideoque /? = 2 et 6 = 1, turn vero ut ante 
a=2, a= 1, y = 2 et c = -fl; invento autem s erit valor quaesitus 
= 1 d- — . Nunc igitur babebimus 
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Est vero 


unde fit 


l-^X + X 30 

x{i — x—xx) 



2 “j- 2 3^ 

I — X — xx^ 


IQ = - 


izr— 

2 J i-x-xx' 


Pori’o vero pro formula _}^ j] invenienda statuamus denominatorem 


1 — x — xa> = (l — fx)(l — gx) 
eritque f-\-g==l et = — l, unde fit 


Nunc statuatur 


unde reperietur 


/■= 


1+1/5 


et g = 


-1/5 


l+x 33 

i — X — XX 1 — fx~^l—gx^ 


21 = 


i+f 

f-9 


et 25 = - 


1 + ^ 
f-9 ’ 


sive substitutis pro f et g valoribus supra datis erit 


quibus inventis erit 


a_l^ 

21/5 


et 


25 


1/5-3 
21/5 ’ 


quocirca fiet 


IQ 




consequenter 


Vi+i 


Vi-i 


{1-fxyy^ {i-gxyy^ 
^ yx 


30 * 
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qui valor cluobus casibus evanescit, altero, quo 




■|/5 — 1 


altero vero, quo 


f 1 + 1/5 2 

1 1 + 1 / 6 . 


9 2 

utrovis autem utamur, res eodem redibit. 


39. Ex hoc autem valore habebimus 

et 


-=/r^ 

unde porro deducitur 


XX 


x — xx 


f , sA J.. 

s (a + a) ^ ^ , 

hinc propositae fractionis summa erit 1 + 3 - Hinc autem nihil ulterius con- 
cludere licet ob formulas differentiales non solum irrationales, sed etiam vere 
transcendentes ob exponentes surdos. 

EXEMPLUM 4 

40. Froposita sit haec fractio continua 

1-1 


& + 


6 + 


2-2 


3-3 


. 6 - 


4.4 


n est /? = 0 , 6 == &. 

Nunc consideremus hanc formam 


6 + etc., 


s = J + 


2-2 


3-3 


* "b + etc., 

quippe quo valore invento quaesitus erit = h -}- 


Habebimus igitur 
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J^+c = 2, 2^-l-c — 3 ideoque / = 1 et c = l, deinde erit a = ^ = l, a = 0 
et c = 1. Hinc igitur coUigimus 


ideoque 


hineque 


dQ dx(bx -j- xas) dx(h-i-x) 

Q x(l — xx) 1—xx 

A ^±1 

^_(i-xyy{i-xx) (i-x)^ 

V — T — ■ d-i> 

(l + a:)* (1 + ic) * 


quae quautitas manifesto evanescit posito a; = l. Hinc igitur fiet 


. — a:] ® dx 


et 


CQdx r y-x) 

Jl-xx~J 1=1 

(1 + x) ^ (1 — xx) 


t-1 

r{l — x) * dx 

J ~ ET 

(1 + *)^ 


6—1 


jg J' x(l — x) ^ dx 

(i+xy~ 


turn autem erit s = (a + ^ ^ ideoque summa quaesita ^ + x 


41. Percurramus nunc casus praecipuos ac prime sit fe = 1 eritque 

ideoque 5 + ^ = -^; ergo hinc prodibit ista summatio 


12 ^ _ 2-2 


1 + 


3-3 


1 + etc. 


42. Sit nunc 6 = 2 eritque 


rdxYji 


x) 


et B 


f vdxyil 

/*»■ 


-x) 


(1 + *) 


1 
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Ad has formulas ratiouales reddendas statuamus 


]/(l+a;) 

eritque ^ = unde terminis integrationis a; = 0 et a: == 1 respondebunt 

2 = 1 et 2 = 0; turn vero erit 


. , 2 . J 4:2^2 

1 + « = ^ - et ax = 


+ 22 


( 1 + 22 )* 


hincque colligitur 
A 

porro fit 


--*/( 






2^ + 2 A tang. ^ = 2 — 


ITT 

T 


J? 




2*d2 


(l + 22)* 


Per reductiones igitur supra (§ 35) monstratas, si hie sciheet terminos inte- 
grationis 2 = 1 et 2 = 0 permutemus, ut habeamus 


erit 


»_ I o r o r 

■^^J(l + 22)* V(l + 22)' 


(— 


-2(^ 

3^\ 

\ 8 

4/ 

^VT 

8 / 


unde sequitur ista summatio 


2 

4 — 7C 


2 + 


1-1 


2-2 


2 + 


3‘3 


4*4 


2 -f- etc., 


quae Bbounckeeunae simplicitate nihil cedit 


43. Si ponamus h — 0, fractio continua abit in sequens continuum pro- 
ductuni 

2 • 2 ' 4 • 4 " 6 ■ 6 ' 8 • 8 ' ’ 
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hoc autem casu fit 


=/ 


dx 


y(i —xx) 


% 

T 


et JB = r 

J T/n - « 


]/(l —XX) 


1 , 


unde istius product! valor colligitur id quod egregie convenit cum iam 
dudum cognitis, quandoquidem hoc productum est ipsa progressio Wallisiana.^) 


EXEMPLUM 5 

44. Proposita sit Jiaec fractio continua, ubi /5 = 0, h = h et numeratores 
mvmeri trigonales, 

b + ^—- 


10 


h + etc. 


Omisso supremo membro statuamus 

I. , 3 

g = 0 -j- 


l- 


6 


b + etc. 

et prime numeratores per producta repraesentemus hoc mode 

3==2.|, 6 = 3. 10 = 4 .|, 


quorum priores comparentur Cum formuhs 7 + c, 2;^ + c, By c, posteriores 
vero cum formulis 2a + a, 3a + a, 4a + a, eritque y = l, c = l, a = {-, 
a = unde erit 

dQ dx(^— bx — xx) dx{l — 2bx — 2xx) 

Q x(^—xx) x{l — 2xx) 

sive 

dQ dx 2bdx 

Q X l — 2xx’ 

1) Notandum autem est progressionem Wallisianam hane formam habere 
.S • 3 • 5 ■ 5 ■ 7 • 7 . 9 • 9 • etc. 9 • 25 ■ 49 • 81 • etc. 

’ SPll 

2 • 4 -4 -6 ■ 6 • 8- 8 • 10 - etc. 8 • 24 - 48 • 80 • etc. 

2 4 

neque valorem “■ sed — repraesentare. Vide WAiiLisii ArithmeMcam infinitorum, p, 179; Opera, 
t. I, p. 467—469. A. G. 
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METHODTJS mVENIEFDI FORMULAS IFTEGRALES 


[212-213 


cuius integrate est 


]/2 1— a;]/2 


V = "T’ 

(1+xVif^ 

quae formula evanescit casu x = ^. Hinc igitur erit 


2a;(l — x'^'^Y^dx 
(1— 2i£:a:)(l +-a;‘)/2)V'» 


— = A eritque 


2 C xji—xY'^y’dx 2 rx{i—x')/iy-~'^dx 

J (i—2xx')(i +xy2y J ('i -i-iBi/2v-+^ 


^ 2 C^X;{l—xy 2 y--'^dx 

J (l+a;l/2y+^ 


ubi post mtegrationem statuitur x = — : turn autem fit s = ^ hincque valor 

J> • B ' B 1 

fractionis propositae = ^ + ^ • 


45. Msi igitur fuprit ^ — numerus ratioualis, hos valores commode 
assignare non licet. Sit igitur 6 = /2 sive A = 1 eritque 


=2/; 


(l+a;l/2)» 


et B = 2j‘- 


(i-^xy2y 


ffinc integrando coIUgitur 


^ = Z(l + a;l/2)--^^ 
l + a;y2 

ideoque posito xy2 — 1 fiet A = 12 — -i-; turn vero reperitur 


B = ~-y2-l2, 

2y2 
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quare ob h==y2 erlt b -\-^== 


A •j/2(2Z2 — 1) 


, unde sequitur baec suninaatio 


y2(2Z2 — 1) 


Y2-\-- 


1/2 + 


V2 + 


1/2 + etc. 


SCHOLION 

46. Fractiones autem continuae, ad quas plerumque calculo numerico 
deducimur, huiusmodi formam habere sclent 


e + etc. 

ubi omnes numeratores sunt unitates, denominatores vero a, b, c, d, e etc. 
numeri integrL Yeruna ope nostrae methodi difficulter talium fonnarum va- 
lores eruere licet, etiamsi numeri a, b, c, d, e progressionem aritbmeticam 
constituant, id quod sequenti exemplo ostendamus. 

EXEMPLUM 

47. Frqposita sit ista fractio continua 

^ + t + l 

2/J + 6 + 

3^ + 6 + i ^ 

4 jJ + 6 “I 

5/3 + 6 + etc., 

ttbi a = 0, y — O, o = 1, c==l. 

Hinc fit 

dQ dx{l~bx — xx) 

^xx ' 

unde 

LBONiriLBi>x Eulbhi Opera omnia Iis Commentationes analyticae 
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METHODUS INVINIENDI FORMULAS INTEGRALES 


[214—215 


(jtiae autem expressio nallo casu evanescere potest, etianisi per x" multipli- 
cetur, siqnidem /S fiierit nxmierus positivus. Venim si pro /? sumaiinis nu- 

meros negativos, puta ^ — — ‘tn, turn valor Q = x”'e manifesto eva- 

neseit, t am si a; = 0 quam si a:==oo. Hinc autem erit 


qnamobrem habebimus 



— 

a:“ 


—1 — XX 

e dx 
mxx 


y 



r dx 

J i+L i±£f 


et B^—f 
mj 


1 + 

X 


dx 

JL 

m ^ mx 


His valoribus inventis formula ^ exprimet summam buius fractionis continuae 

— W + 6 + - 

— + - 

— 3m + l)+- 

-im + h + - 

— 5m + i + etc. 

A 

quamobrem formula ilia negative sumta — ^ exprimet valorem buius fractio- 
nis contiuuae 

m — & -j- 

2m — 

3«t — J + 

4»» — 6 + etc. 


quern igitur assignare liceret, si modo formulae iutegrales A Qi B expediri 
et a termino a; = 0 ad x= oo extendi possent. Verum istae formulae ita 
sunt comparatae, ut earum integratio nuUo plane casu per quantitates co- 
gnitas exprimi queat, quod tamen non impedit, quominus fractio ^ valores 
satis cognitos iuvolvere queat, etiamsi eos nullo adbuc modo assignare 
valeamus. 


48^). Talium autem fractionum continuarum mibi quidem binae sequentes 
innotuer^ quarum valores commode exbibere licet: 


1) In editiene principe hnic paxagrapho false numerus 49 inscribitur. 


A. G. 
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et 


n 


1 

+ 

5n+ — 


7n 


etc. 


e ^+1 

1 



5n 


1 


7n 


1 


9 w — etc. 



I 


Harum fractionum prior cum formulis postremi exempli coUata praebet 
m — h-=n, 2m — h = 3n ideoque m = 2n et 6==^, unde fit 


A 


2nJ 


dx 


1 + XX 


et B 


«*« 


2 MX 


1 r dx 

~ 2nJ 1 i± 


XX 

2nz 


r 


unde iam diseimus, si hae duae formulae integrentur a termino x = 0 usque 
ad terminum x = oo, turn fore 

A l-f-e* 

T> 

1— e» 


quanquam nulla adhuc via analytica patet banc convenientiam demonstrandi. 


1) Editio princeps (atque etiam editiones 594a, 694b, 594 A indicisENESTKOEMiANi); • 

Correctam antem formiilam Edleeus ipse iam dederat in Commentatione 71 (indicis Enestroe- 
MiANi): De fradionihm confinuis. Comment, acad. sc. Petrop. 9 (1737), 1744, p, 98 (vide 
ibi secundam formulam § 30, ubi sufficit loco s scribere ~); Leonsardi Eulbri Opera omnia^ 
series I, vol. 14. Vide etiam Etjeeri Commentationem 595 (indicis Enestroemtaot): Summatio 
ftactionis ccyntinuae, cuius indices progressionem arithmeticam constituunt, dum numerator es omnes 
sunt unitates; uhi simid resolutio aequationis Ricgatianae per huiusmodi fractiones docetur^ Opuscula 
analytica 2, 1785, p. 217; Leonmardi Euleri Opera omnia^ series I, vol. 23. Statim in § 1 hnius 

Oommentationis 595 invenitur correcta formida a'tqne praeterea etiam formula pro cot. ~ 

„quarum quidem altera ex altera facile deducitur, si loco n scribatur 1‘^ A. G. 


31 * 



SPECULATIONES SUPEE FOEMULA INTEGEALI 


A 


af'dx 


'V{aa — 26iC + cm) 


UBI smuii EGEEGIAE OBSEEVATIONES 
CmCA FEACTIONES CONTINTJAS OCCURRENT 


Commentatio 606 indids Enestroemiani 
Aeta academiae sdeutiaram Petropolitanae 1782; II, 1786, p. 62 — 84 


1. Incipiamus a casu simplicissimo, quo n = 0, et quaeramus integrale 
formulae 




y(aa — 2bx + a!ex) ’ 


quae posito 


0; = ^ 
c 


transit in hanc 


da 

Yiaacc — hlc + ezz)’ 

ubi duo casus disiingni conyenit, prout c fuerit vel quantitas positiva vel 
n^tiva. 

Sit igitnr primo c = + /*/’ et formula nostra fiet 


cuius integrale est 


ds 

fViaaff-hl + ezY 

1 j^+Viaaff—hb+gz) 

r ^ TT 9 
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2 yiaa--2bx + cx3!) 

ideoque erit nostrum, integrale 

1 jCX—i-\-y(aac — 2hcx-{-ccxx) 

Vc o ’ 

quod ergo ita. sumtum, ut evanescat posito x = 0 , evadet 

1 ^cx—l-\-yc(aa — 2hx-\-cxx) 

yc —l+ayc 

At vero si c fuerit quantitas n^ativa, puta c = — gg, formula differen- 
tialis per z expressa erit 

dz 

gy(gagg + lh — zz) 

cuius integrale est 

—A sin. -7 + C, 

9 y{aagg-^ll) 

quare integrale ita sumtum, ut evanescat posito a; = 0, fiet 

1 . . cx—h , 1 j . h 

== — Asm.—; A sin.—; 

9 y{aagg + ll) 9 y{aagg + hh) 


2. Denotet nunc iZ valorem formulae integralis \-, ; ita 

^ y(aa — 2bx+cxx) 

sumtum, ut evanescat posito x = 0 , sive c/ fuerit quantitas positiva sive ne- 
gativa; ac si sit c »= + ff> ^ti vidimus, 

„ 1 ^ffx—h-\-fy{aa — 2lx-\-ffxx), 

II = V — — T — — 9 

f af-l 

altero vero casu, quo c = — gg, erit 

77= A sin. ^ H A sin. -7, — - 

9 y(aagg+hh) 9 y{aagg + hb) 

sive ambobus arcubus contractis habebimus 


TT 1 lgy(ga — 2 lx—ggxx) — ahg—ag^x 

II — — JnL SlU* tT * 

g aagg + bh 
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SPEOULATIONIS SUPEE FORMULA INTEGRALI C - — [63-64 

V{aa-ibx + cxx) \ 


Qnoniam igitnr mox ostendemus integrationem formulae generalis J*- — 


dx 


— 2! 6 £C -f- C »c) 

semper rednci posse ad casum w = 0, si modo fuerit n numerus integer po- 
sitivus, omnia liaec integralia per istum valorem 71 exprimi poterunt. 

3. lam post integrationem quantitati variabili x eiusmodi valorem con- 
stantem tribnamus, qno formula irrationalis y{aa — 2'bx-\-cxx) ad m'bilnTn 
redigatur, id quod fit, si sumatur 


X 


h±,y'(bh — aac) 


ideoque dnobus casibus. Ponamus pro ntroque casu functionem n abire in 
Jy ita ut casu c = ff sit 

^ i VQ>^~aaff) 1 ■, 1/1 + af 
f af-i 

pro altero antem casu, quo c = — gg, 


^ i. A ain ^ 

g rt.rr./tn ^T\Ty ^ 


aagg + ih 


Vihl+aagg) 


Hos autem valores J in sequentibus casibus, quibus ipsa formula radicalis 
y(aa — 2hx + cxx) evanescit, potissimum sumus contemplaturi. 

4. Nunc ad sequentem casum progressuri consideremus formulam 
s = y(aa — 2bx + cxx) — a, 
ut scilicet evan^cat facto x = 0, et quoniam est 


erit vimssim integrando 


ds — 

y(ga — 2ix-^exxy 


J V 


xdx 


y{aa—2lx + cxx) ^y{aa--2lx + cxx) ^ 

uude colligimus 

f -y = A + ^ 

^ y{aa — 2ix + cxx) ^ ^ ~ e ^ 


dx 
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t/ 2&a!-f ca?ag) 
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quare si post integrationem statuamus = qnippe quibus 

casibus fit y(aa — 2bx + cxx) = 0 et 11= J, fiet 


/- 


xix 


J j ^ 

y'(aa — 2bx-i-cxx) ^ ^ 


5. Sumamus porro 


fiet 


s=xV(aa — 2&ic4- cxx); 
aadx — 3bxdx-i-2cxxdx 


y(aa— 2 bx-i-cxz) 

unde vicissim integrando coUigitur 

xxdx oi r 

= 36 f — aa / — 

*} v(aa — 2hx4-cxx) Vtaa — 


2c 


. r ^ 

^ l/Caa — : 


dx 


y(aa — 2bx+cxx) y(aa — 2bx-i-cxx) y{aa — 2bx-\-cxx) 

unde statim pro casu l/(aa — 21)x-{-cxx) = ^ deducimus 

xxdx 

'V(aa — 


+ s, 


3bb — aac . Sab 



y(aa—2bx + cxx) 

6. Tarn ad altiores potestates ascensuri statuamus 

s = xxy(aa — 26x-j- cxx), 

, 2aaxdx — 5bxxdx-{- Sca^dx 
ds-^- 


et quia bine fit 


erit 


3c 




x^dx 


y(aa—2bx + exx) ’ 

--iaaf- 

l/(aa — ^hxA-exx) \ 


xdx 


y{aa’—2'bx+cxx) y{aa—2lx + cxx) J y(aa — 2bx + cxx) 

hiucque porro pro casu, quo post integrationem statuitur x = ■ — — ^ , 


habebitur 


s. 


' a?dx _ 

56® — Saahe 

J 

Ibabb 

y(aa — 2'bx-\-cxx) 

2c» 

JSLM 

6c» 


/56» 

Baab\ 

1 A 

Sabb 


\2c» 

2ec } 

] AM 

2c? 


+ 


4* 


3cc 


3cc 
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SPECULATIONES SUPER POEMULA INTEGRALI f- — — 

y(aa — 2bx + czx) 


[ 66—66 


7. Simili mode sit 

s = x^Y(aa — 2bx + exx), 

et quia hinc fit 

, Saaxxdx — lhx^dz icx^dx 

as = ;; ^ 

y(aa — 2bx + cxx) 

erit vicissim integrando 


4c 


f- 


o^dx 


y (aa -- 2bx + exx) 


n 


f- 


x^dx 


y{a(i‘—^'bx + exx) 


^CtO/ 


f 


xxdx 


y (aa — ^bx exx) 


+ s; 


turn igitur pro casu, quo fit V(aa — 2ta; + cico?) == 0, habebimus 


I 


x^dx 

y{aa — 2bx-\-cxx) 


/35 b* 

16aabb . 3a^\ 

i 

00 

i 

' Ip 

H 

Ool 


35a6* . 65o*J 
~ 87 ~ 24c* ‘ 


8. Quo autem ordo in his formuhs melius explorari possit, singulas 
exhibeamus per factores, quemadmodum ordine oriuntur, sine ulla abbrevia- 
tione atque hoc modo formulae integrales inventae ita repraesententur: 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


dx 

y{aa — 2bx-\- exx) 

xdx 

y{aa — 2bx + cxx) 
xxdx 

y{aa—2bx-\-cxx) 

(ji?dx 

y{aa—2bx-{-exx) 

a^dx 

y (aa — 2bx-\- exx) 





/ I -366 aa \ j 1-Zab 

\l-2cc l-2c)‘^ 1 • 2cc ' 

/ 1-3-56* l-3-3 aat\ l-3-5abb l-2-2a® 

\l-2-3c* 1-2-3CC/ 1-2 -Sc® l-2-3cc’ 

/ l-3 5-7Z>* l-3-5 -6ao&& , l-3-3a*>^ ^ 

\l-2-3-4c* l-2-3-4c’ 1 . 2 • 3 . 4"7c/ 


l-3- 5-7aft* 

1-2-3-4C* 1.2-3-4C*' 


9. Instituamus 

et quia hinc fit 

ds = 


nunc in genere istam evolutionem sumendo 
s = !id‘y(aa — 21fx + cxx), 

naa3f‘-^dx — (2n+l)bx”dx + (n + l)cx”+^d x 
y(aa — 2bx + cxx) ’ 
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Y(aa—2bx -j- exx) 

inde vicissim integrando colligitm- 
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(n 

— naa J* 


a)"+^da; 


y{aa—2lx-^cxx) 
x”~^dx 

y{aa—2lx-\-cxx) 
Quodsi vero iam ante elicuerimns 


(2» + Iji/-: 


af'dx 


y{aa — i'bx-\- exx) 
+ x^Viaa — 26a; + ca;a:). 


/ 




]/(aa — 26a? + cxx) 


= MJ-m efc 


/■ 


x^dx 


y(aa — 2lx-\- cxx) 


NJ- % 


ita ut hae duae formulae sint cogmtae, sequens ex iis ita determinabitur, ut sit 



x"+^dx 

y{aa—2l)x-\-cxx) 


'2n + l)hN 
(« + l)c 


naa3I\ (2m + 1)691 , MaoSR 
(M-j-l)c/ (M-f-l)c "^(m+IIc 


Hoc igitur modo has integrationes, quousque libuerit, continuare licet, dum 
ex birds quibusque sequens ope huius regulae formatur, ita ut omnia haec 
integralia vel a logarithmis vel ab arcubus circularibus pendeant, prouti 
coefficiens c fuerit vel positivus vel negativus. Maidfestum autem est istos 
valores assignari non posse, nisi exponens n fuerit numerus integer positivus. 


10. Ex forma integrali modo inventa, si post integrationem statuatur 
^ unde fit s = 0, erit 


= (2 m + 1)6 f- 


naa 

3fdx 


r af* 

l/(aa — 25 


~^dx 


y(aa — 25a: + cxx) 
unde si brevitatis gratia ponamus 


y(aa — 2'bx + cxx) 

-(M+1)C f 


xf'+^dx 


y(aa — 2l)x+cxx) ’ 


r X" 

• ' V(aa — 


x”~^dx 


/ - = P, f 

'y(aa—2bx + cxx) 

f, r 

•J y(aa — 2bx + cxx) 


x”dx 


y(aa — 2bx-\- cxx) 
X'+^dx 
y{aa — 25a: + ca:a:) 


Q, 

S etc., 


Leokhardi Eulbri Opera omnia I is Commentationes analyticae 


32 
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SPECDLATIONES SUPER FORMULA INTEGRALI f- — — 

y(gg— 2&a; -f <?a?a?) 


[67—68 


tae quantitates F, Q, B, 8 etc. ita a se invicem pendent, ut sit 

naaP= (2w + 1)6$ - (w + l)cB, 
in + l)a<i$= (2n + Z)bB — (« -}- 2)cS, 

(n 4- 2)aaB= (2n + 5)b8 — (n-j- 3) cT, 

(n -j- 3)aa8 = (2n + 7)6T — (« -f 4)c Z7, 

(n -f 4)aa T== (2n + 9)6 — (n-j-5)c W 
etc. 

Ex his relationibus deducuntur sequentes determinationes 


F 

(2m + 1)6 

(m+ l)c 

Q 

naa 

naaQxB’ 

Q 

_ (2m+3)6 

(m + 2) c 

B 

(w + l)aa 

(m + 1) chChB : 8 

B 

“f" 5) & 

(« + 3) c 

S 

(m + 2) aa 

{n + 2)aaS\l’ 

s 

__ (2m + 7)6 

(m + 4) c 

T 

(m + 3)aa 

(m+ Z)aaT'. V 


etc.; 


Mac igitur patet singulas has fractiones ^ etc. per sequentes satis 

commode determinari. 


11. Quodsi iam in qualibet harum eipressionum valores modo exhibiti 
successive substituantur, pro fractione ^ impetrabimus fractionem continuam 
in infinitum progredientem, quae erit 


naa^ = (2n + 1)6 — 


‘aac 


(2n + S)b 


(n + 2yaac 


(2„ + 5)J_fc±iZ?£i 

(2»+7)6 


(n 4- 4,y aac 
(2n-j-9)b — etc. 


sicque pervenimus ad fractionem continuam satis concinnam et ordine per- 
spicuo progredientem, cuius igitur valor semper vel per logarithmos (si fuerit 
c > 0) vel per arcus circulates (si fuerit c < 0) ezprimi potest. 



68—69] SPECULATI0NE8 SUPEE FOEMULA INTE6EALI f 251 

. J ggx) 

12. Sumamus mine n = 1 ac fiet 


p = 

r dx 

Z 

JL 

^ y{aa—2bx-{-exx') 

3 == ^ 

«-j 

r xdx 


y{aa — 2bx + exx) 

c c 


qui casus nobis suppeditat sequentem fracidonem continuam 


aac^ 
— a 


= 3& 


iaac 


5b- 


9aac 


n 


16aac 


96- 


25aac 


116 - etc. 


quae ob elegantiam omni attentions digna est censenda. Hie autem notasse 
iuvabit, si c fuerit numerus negativus, turn omnes numeratores in bac fractione 
evadere positives. 


'12[a]’^)i Fractio autem baec continua capite quasi trunca videtur; unde si 
supeme ei adiungatur membrum 6 — aac, ea adhuc concinnior eiusque valor 
simplicior reddetur. Si enim ista fractio brevitatis gratia designetur littera 
S, ita ut sit S == adiecto isto membro eius valor erit h — — = ^ 

sicque habebimus 


a 

Z 


aac 


36 


4aac 


56 


9aac 


7b- 


16aac 


9b- 


25 aac 


116 — etc. 


quae expressio eo mag;is est memorabilis, quod nulla adbuc via patet, qua 
talis fractionis continuae valor a priori inveniri potest 


1) lA editioae 'principe false numerus 12 iterator. A. L. 


3 ^* 
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SPECULATIONES SUPER FORMULA ETTEGEALI f- — ^ 

«/ y(aa^3ly» + cxx) 


[69—71 


13. Evolvamus nunc seorsim binos casus supra memoratos, et quos 
sollicite a se invicem distingui convenit. Sit igitur prime c = ff atque 
supra invenimus fore 

^ 1 , y{hl-aaff) 

af-l ’ 

ubi signum radicale ambigue accipi potest. Ante omnia igitur necesse est, 
ut sit Ih > aaff, quia alioquin haec expressio evaderet imaginaria; duo ergo 
casus se offerunt, prouti I fuerit quantitas sive positiva sive negativa. 

Priore casu, quo J > 0 atque adeo 6 >af, evidens est signo radical! tribui 
debere signum — , ut fiat 

^ 1 j yibl-aaff) 


h-af 

et iam habebimus istam summationem 


1 ji + af 
2 f h-af' 


2af 
j h a f 
b — af 


aaff 




l%aaff 
9 & — etc. 


unde, cum sit 1, patet valorem Indus expressionis fore positivum, 

14 Sin autem fuerit 6 numerus negativus sive si loco h scribatur - 
etiamnunc esse debet I > af, turn autem erit 

1 j h-af 
^ 2f^h-\-af' 

qui ei^o logarithmus erit iiegativus, sive 


h, 


2 f' h-af 


unde obtinebitur sequens aequatio 


— 2af 


I 


h + af 

b — af 




aaff 


■ 36 - 


Aaaff 


-56- 


9 aaff 


16 ag/y 
— 96— etc. 
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V'(a(X-*S6# + exx) 


sive mutatis signis 


i b + af T 
b — af — 3&“|- 


iaaff 


9aaff 
-75 + 


IQaaff 
95+ etc. 


cuius ergo firactionis continuae summa aequalis est illi, quam in paragrapho 
praecedente invenimus. Ista autem aequalitas harum duarum expressionum 
calculum facienti mox fiet manifesta. 


15., Eodem modo evolvamus casum, quo c = — gg, pro quo supra inve- 


nimus 


J=—k sin. 


IX. DAJLL. — ; > 

9 yQ>h-[-aagg) 


qui valor per cosinum expressus dabit 


J== —kcos.— , 

9 YQ)i+aagg) 


unde patet per tangentem istum valorem adhuc fore simpliciorem; fit scilicet 


Atang.y, 


quamobrem pro hoc casu prodit ista summatio 


A tang. -,5 


4:aagg 


^aagg 


IQaagg 
9 6 -f- ©tc* 


ubi nulla amplius limitatione est opus. 
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SPECULATIONES STTPEE FOEMULA IHTEGEALI f- — ^ 

V y(aa — 2bx’hcxx) 


[72—73 


DE FEACTIONIBUS CONTINUIS 
A LOGAEITHMIS PENDENTIBUS 

16. Perpendamus mmc etiam, aliquos casus speciales in utraque forma 
contentos, et quoniam iam observavimus binas formas in § 13 et 14 inter 
se congruere, utamur priori, qua erat 


2af 
jb + af 
‘'b — af 


h 


aaff 


3}_1£2£ 

75 — etc. 


ac primo consideremus casum, quo h==af, quippe quo evadit summa fractionis 


2af 
h — af 


0 = 5- 


36 


466 


56 


966 

76 — etc. 


quae per reductionem facile mutatur in banc 


0 = 1 



17. In ista igitur forma nibilo aequali necesse est, ut denominator 
primae fractionis sit =1 ideoque 


1 = 3 


sive 0 = 2 


etc. 


7 — etc. 


Hie igitur ob eandem rationem necesse est, ut prior denominator fiat =2. 
ita ut 


2 = 5- 


le 


sive 0 = 3 — 


9 — etc. 


16 


9 — etc. 
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Hie iterum primus denominator debet esse =3 ideoque 


3 = 7 


16 


9. 


25 


sive 0 = 4- 


16 


25 


11 — etc. 11 — etc. 

Denuo igitur primus denominator esse debet =4, ita ut 

25 


4 = 9 


11 — etc. ’ 


atque hoc modo patet istam relationem eodem ordine in infinitum locmn 
habere, in quo ipso criterium veritatis huius aequationis est situm. 


18. Quoniam in hac forma numerus h maior esse debet quam af, statu- 
amus nunc h — 2af et nanciscemur sequentem summationem 


2af 

~IZ 


2af- 


aaff 


6af- 


iaaff 


10 af- 


Qaaff 


14 af — etc. 

quae reducitur ad hanc formam mere numericam 


±-2 


10 - 


14- 


16 


18 — etc. 


19. Simili modo omnes litterae ex calculo expelli possunt, si pro h ac- 
cipiatur multiplum ipsius af. Sit enim in genere h — naf ac prodit 


2af 

^n — l 


= naf 


aaff 

Snaf 


Aaaff 

5naf~ 


9 aaff 

7«af — etc. 
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*/ y(aa-‘2{>x-hcxx) 


[74-76 


quae fractio reducitur ad formam sequentem 


7” + ^ 


= n — 



7 m — etc. 

unde intelligitur, quemadmodum omnes logarithmos per firactiones continuas 
exprimi conveniat. 


20. Possent hie pro n numeri fracti accipi, turn autem priores termini 
in singulis membris prodirent fracti, quas quidem per reductionem ad inte- 
gros revocare liceret; verum huiusmodi casus facillime ex forma generali 
derivari possunt scribendo statim l = n et af=m; turn enim habebimus 


2m 

n — m 


mm 


^ 4: mm 

Sn 

^ 97n9n 

57 ^ 

7n — etc. 


unde, si loco m scribatur erit 


2yk 

n — j/Z; 


k 


3« 






7n— etc. 


21. Hinc igitur omnium numerorum integrorum logarithmos hyperbolicos 
per fiactiones continuas exprimere poterimus. Propositus igitur sit in genere 
numerus int^er i ac statuatur ^~ = i; erit 1 = Capiatur ergo 

« — * + 1 et m = i — 1 atque habebimus 


U 


= i + l 





5(*+l)- 




7(i+l)- 


9(t + l)— etc. 
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y{aa—%'bx ^ cxx) 


m 


unde colligimus 


2(i-l) 


;+i- 




3(i+l)- 


4(^-1)* 


5(t+l)- 




7 (i 4-1)— etc. 


22. Si huiasmodi fractiones desideremus pro logaritlmiis numeromm 
fractorum, statuamus ^ = y, unde fit w=jp4-^ et m==p — g:, quamob- 
rem habebimus 


jP 2(p-g) 


l(p + «)- 




304 - 2 ) — 


40 — 2)* 


5 {P + 2 ) — 


90 — 2)* 


7 (P 4- 2 ) — etc. 


quae forma eo magis est notatu digna, quod satis commode adhiberi potest 
ad logarithmos proximo investigandos. Eo magis autem istae fractiones con- 
tinuae convergent, quo minor fuerit fractio 


23. Quo hoc exemplo illustremus, sumamus p = 2 et 2==1, unde quidem 
non adeo vehemens convergentia est expectanda, eritque 



21 — etc. 


unde sumendo tantum primum membrum - in firactione decimali prodit 
0,666666, dum ex tabulis habetur 12 = 0,693147, ubi error iam satis est exi- 
guus. Capiamus iam bina membra priora 


_ = A _ 0,6923. 

13 

9 


Leohhaedi Eulem Opera omnia Its Commentationes analyticae 


33 
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SPECULATIOIsnS SUPER FORMULA INTEGRALI 


[77—78 


Sumendo autem tria membra habebimus 


2 


3 



2 

131 


262 

378 


= 0,693121 , 


qui valor a veritate deficit quantitate 0,000026. 

Multo promptior autem deprehendetur convergentia, si sumamus j) = 3 
et 2 = 2, ut habeamus 



15 


4_ 

25 


9 

35 — etc. 


2 3 

cuius primum membrum dat y = 0,400000; revera autem est Z y = 0,405465108. 
Sumtis autem duobus membris 


2 



coUi^tur Zy = 0,40540, ubi error tantum in quintam figuram irrepit. Su- 
mautur tria membra 



2 


5 


— =0,4054645, 

25 


371 


ubi error demum in. septima figura se manifestat. 


24. Ob bunc insignem usum, qui se praeter expectationem obtulit, 
operae pretium erit talem investigationem in genere expedire; atque in hunc 
finem utamur formula inter litteras m et n supra § 20 data, ubi fit 
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^ n + m 2m 


n — m 


mm 


3w- 


4mw 


5n* 


9mm 


7n- 


IQmm 


9 n — etc. 

unde, si capiamus tantum primum membrum, fiet propemodum 

j^n + m 2m^ 

n — m n ^ 

sumtis autem binis prioribus membris 

2m 


mm 

9n 


erit iam propius 


I 


n + m 


^mn 


n — m 

sumtis vero tribus membris erit 


j^n + m 2m 


dnn — mm^ 


n — m 




mm 


SOmwn—* 
15^®— 9mmn 


9n ’ 


4mm 

5« 


25. Non adeo autem operosum est has fractiones ulterius continuare; 
fractionibus enim iam inventis praeflgamus fractionem y, ut obtineamus 
hanc fractionum progressionem 


I 

n 

in 

IV 

0 

2m 

6mn 

•30»n««— 8»»* 

T’ 

IT’ 

Znn^mm^ 

15n® — 9mm«^ 


cuius tarn numeratores quam denominatores ex binis praecedentibus ad 
similitudinem serierum recurrentium formari possunt. Tertia scilicet ex 
prima et secunda formatur ope huius scalae relationis Bn, — mm; quarta 
vero formatur ex binis praecedentibus ope huius scalae relationis 5n, —4mm. 
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*/ y{aa-^il)X-\- cxx) 


[79-80 


Pro quinta igitur utendum exit hac scala In, — pro sexta hac 9w, 
— 16m»i, et ita porro. Hoc igitur modo facile reperitur fractio quinta 

V 

210m»® — 

lObn*— 90mmnn + 9m*’ 

simili modo 

VI 

1890m»*— 1470m’nn+ 128m® 

945«® — 1050mmM® + 225m*» 
etc. 


26. Hie autem imprimis notasse iuvabit has firactiones continue augeri 
et per incrementa continue minora ad veritatem accedere. Incrementa autem 
ista egregio ordine procedunt, uti videre Me licet: 


n- 1 = 
m- H: 

IV— m= 
Y-IV = 
VI— V. 


2m 
n ’ 

2m» 

n{Snn — mm)’ 


2 •4m® 


(3«n — mm)(l5»t*— 9mmM)’ 

2-4-9m^ 

(loM* — 9mmw)(l05n* — 90 mm«n-f 9m*)’ 

2-4-9-16m® 

(105 »* — 90 m m«w + 9 m*) (946»®— 1050 mm n® -4-225 m*M)’ 


unde patet, quo maior fuerit numerus n prae m, eo citius has differentias 
tarn fieri exiguas, ut sine errore negligi queant. 


DE EBiCTIONIBUS CONTINUIS 


ifi ARCHBUS OIECULARIBUS PENDENTIBUS 


27. Ex § 15 arcus circuli, cuius tangens est ita per fractionem ex- 
primetur, ut sit 
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A tang. 


ag ag 




aagg 


76 + etc. 


Ponamus nunc ad similitudinem snperiomm formarum ag = m et i==n 
atque habebimus 


A tang. — 
n 


m 


n 


mm 


„ . imm 

Zn-\ 

, , 9wj» 

5mH 

7 « + etc. 


quae forma eo citius convergit, quo maior fnerit nnmerus n prae »i; unde 
patet etiam banc expressionem cum fructu ad calculnm accommodari posse. 


28. Incipiamns a casu, quo m = 1 et « = 1, quo fit 


A tang. ~ = 


4 


1 + - 


16 


9 + etc. 


quae quidem fractio non adeo conyergit; attamen videamus, quomodo paulla- 
tim ad veritatem accedat, quandoquidem novimus esse ~ — 0,78539816339. 
Ac primum quidem membrum dabit 



(nimis magnum); 



(nimis parvum); 


duo membra praebent 
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tria membra dant 


4 


1 


1 


1 



— = 0,7916 
24 


(nimis magnum). 


Sumantur quatuor membra, ut fiat 


X 

4 



51 


= 0,7843 [nimis parvum], 


ubi error demum in tertia figura deprelienditur. 

Ceterum baec fractio continua similis fere est illi, quam olim 
Beounckebus^) iu medium protulit, quae ita se babebat 


25 


49 


2 + etc. 


Manifestum autem est nostram fractionem multo magis convergere; neque 
minus concinna est censenda^ 


29. Quo autem fractionem continuam magis convergentem nanciscamur, 
statuamus A tang. — = 30"; cuius tangens cum sit — , ne numerus n fiat irra- 
tionalis, sumamus m — Vz et w = 3; hinc igitur fiet 


It 

6 



12 


15 


27 


21 + 


48 

27 + etc. 


1) Tide notam p. 227. 


A. L. 
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quae forma reducitur ad sequentem 


X 

6]/3 


15 + 


7 + 


16 


27 + 


25 


11 + etc. 


pro qua evolvenda quaeramus primo proxime valorem 
Nunc vero primum membrum praebet 


iys' 


qui est 0,3022998. 


duo autem priora praebent 


-^ = 0,3333; 

6]/3 


tria membra dant 


X 

eys 


1 



— = 0,3000; 
10 


X 

eys 



— = 0,30247, 
162 


ubi error quartam demum figuram afficit. 


30. Multo promptior autem convergentia procurari potest, dum angulum 
rectum in duas partes secamus, quemadmodum olim^) ostendi esse 

A tang. + A tang. -|- = A tang. 1 == ^ • 

Sic igitur duas fractiones continuas reperiemus, quarum summa dabit valorem 
ipsius quae erunt 


l) Vide IntroducUonem in analysin mfinitorum, Lausannae 1748, t. I cap. VHl, § 142; 
Leonbardi Ewleri Ojpera omnia, series I, toI. 8. A L. 
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SPECULATIONES SUPER FORMULA INTEGEALI [83-84 


A tang. 


^ 24-1- 


et A tang. — = 

® 3 1 


3 


10 + 


14 + etc. 


15 + 


21 + etc. 


Manifestum antem est has ambas fractiones et potissimum posteriorem vebe- 
menter convergere. 

31. Convertamns vero etiam nostram fractionem continuam generalem 
in. fractiones communes; ac ex prime membro solo reperimus 


ex duobus membris prodit 
tria membra praebent 


, , mm 
A tang.— == — ; 
® » n 


. , m 3mn 

A tang. — = -r — 

° n 3nn-\-mm 


j m 15ww« + 4»i® 

^ tang. - — ■ 


Sumantur quatuor membra, unde fit 


. , m 105iw»® + 55 to®« 

n 105m*+ 90j»mnn + 9m* 


Quodsi nunc his fractionibus praefigatur ut supra -1, orietur haec progressio 


I 

1 


n 

m 
n ’ 


in 

3mn 


IV 

15 mn» + 4 m® 


105m»® + 55m®« 


3«n + mm’ 15w®+9mm»’ 105n*+ 90mmww + 9m*’ 


cuius singuli termini itidem ex praecedentibus binis secundum certam- legem 
formari possunt, scilicet 

pro HI scala relationis est 3», -+ mm, 

pro IV scala relationis est 6n, +- 4wm, 

pro V scala relationis est In, +- 9mm 

etc. 



METHODUS EACILIS 

INVEMENDI INTEGEALE BTOIUS EOEMULAE 

rdx — 2a;” cos. ^ + a:""^ 

J X a;*" — 2a:”cos.0 + l 

CASU QUO POST INTEGEATIONEM PONHUE 
VEL x — l VEL a: — (» 

Conventui exMbita die 18. Martii 1776 


Commentatio 620 indicis Enestrobmiani 
Nova acta academiae scientiarum PetropolitaHae B (1785), 1788, p. 3—24 
Summarium ibidem p. 161 — 164 


SUMMABIUM 

La inetliode que Fillustre Eulee a mise en usage pour trouver rintegrale de la for- 
mule annoncee dans le litre de ce memoire, est celle qu’on employe ordmairement dans 
rintegration de cette espece de fractions, savoir de les transformer en fractions partielles, 
selon les facteurs du denominateur, et d’integrer cbacune de ces fractions simples separe- 
ment. Mais pour peu qu'on considere ayec attention la formnle en question, qniconque 
connoit Tesprit de cette methode, sera peut-etre snrpris de la voir mise en usage pour I’inte- 
gration d’une formule aussi compliquee, et s’attendra ou a des resultats plus compliques 
encore, ou, s’il en apper 5 oit la simplicite, il s’attendra a des artifices de calcul peu com- 
muns et capables de repandre de Tinteret sur un sujet qui en paroit d’abord peu suscep- 
tible; et c’est efifectivement ce qui fait le prix de ce memoire. 

L’ Auteur commence par donner a sa formule la forme 

/ da: a? — 2 cos. ^ + 

X r —2 C 08,6 ^ 

Leonhuu)! Eumsbi Opera omnia I is Commentationes analyticae M 
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x^*P~2x”eoB.t + x”-^ 
a; 2 n — 2a:” cos. 0-1-1 


[162—163 


qu’elle prend lorsqu’on divise le numerateur et le denominateur par x”, oil le denominateur 
est tm prodidt de n facteurs simples triaomiaio: de la forme x^ — 2 cos.cj-f- et la forme 
de chaque fraetion partieUe qai nait de la resolation de la fraction proposee, devient 

2 (cos, po) — cos. J) sin, co 

n sin. 0 — 2 cos. cd ^ 

les valenrs de Tangle co etant au nombre de n, sayoir 

e 0-f2?r e + lTc e + 2(n — l)5f 
n ^ n ^ n . 


dx 


En mnltipliant done ctacune de ces fractions par et mettant apres Tintegration = 
Tintegrale de la formnle proposee deyient 

Q JScos.^ 


les yalenrs de Q et R etant 


n sin. 6 


B- 


nnt — 0 . (n — 2) a — 0 


+ ■ 


n sin. 6 ’ 


-f- etc.^ 


^ war — 6 pd 

Q cos. — 


+ — — ^ — - cos. ^(0 + 2 St) -f etc.; 


on il est d'abord clair que R = ^ de sorte que tout reyient a determiner la somme 
de la serie Q. 

Pour cet efifet TAuteur considere les deux series suiyantes de n termes 
t = cos. {a -f 2/3) + cos. (a + 4/3) + * • • -f cos. (cc + 2np'), 
cos. (a + 2/5) + 2 cos. (cc + 4/3) -f • . . -f n cos. (cc + 2^/3), 


dont il lui est facile de trouyer les sommes par des transformations et combinaisons tir&s 
des principes de son ealeul des sinus. Ensuite il considere cette progression formee des 
deux pr&edentes 

F= (a + ft) cos. (a + 2/3) + (a + 21) cos. (cc + 4/3) d h (^ + cos. (cc + 2m/3) 

de maniere que V ^ at + T)U, ce qui, les sommes des progressions t et u etant trouyees, 
lui foumit la somme F. Or en comparant entre elles les progressions F et on pent 
determiner les quantites cf, &, cf, /3, et on paryient enfin a cette expression 


ar sin. — (at — 0) 

. prc * 


de fa 50 ii que Tintegrale cbercbee sera pour a; == 1 . 

n 

et deux fois plus grande, lorsqu’apres Tintegration on met a; «• oo. 
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a J CASU QUO POST INTEORATIONEM POOTTUR VEL YEL x=-oo 


II y a a faire les remarques suivantes par rapport a cette integration. 

1. L exposant p doit etre pins petit qne Texposant w; car antrement la fraction pro- 
posee seroit nne fraction impropre: elle Jcontiendroit des parties entieres dont il fandroit 
cBercher separement lintegrale et Tajonter a Tintegrale tronvee d'apres la methode exposee 
ici. (Cette operation se trouve detaillee dans le memoire suiTant.) 

2. Les operations par lesqnelles on est parvenu a Tintegrale de la formule proposee, 
ne sauroient avoir lien, a moins qne I’exposant p ne soit nn nombre entier. Cependant 
M. Eulee fait voir qne les cas oii Texposant p est nne fraction qnelconque, peuvent ton- 
jours etre rednits a dantres on les exposans sont des nombres entiers; et qne par conse- 
quent cette circonstance ne change rien anx resnltats; mais qne, quel qne soit le nombre Pj 
entier on fractionnaire, ponrvn qne jp < w, Tintegrale reste comme elle a ete assignee. 

3. On pent meme donner a cet exposant p nne valenr imaginaire, ponrvn qn’elle 
soit telle qne la formule differ entielle reste reelle. Ainsi, en mettant p — qy ' — la for- 
mnle a integrer devient [pour g = 90®] 

/ dx 2co 8. gZaj 

X — 2 cos. 6 ic“’ ” ^ 

dont Tintegrale, prise depnis jnsqn’a ir == 1, est 


n sin. 0 


e ” — e ** 

e ^ — e ^ 


et deux fois pins grande pour les termes d’integration a; 0 et = oo; verite de laqneUe, 
comme TAntenr ajonte, il seroit difficile de donner nne demonstration directe. 

Ces remarques sont suivies de qnelqnes autres tres-propres a repandre dn jour tant 
sur cette integration qne snr bien d' autres, et qni tendent tontes a demontrer qne Tinte- 
grale, telle qn'elle a ete tronvfe, est vraye, qnelles qne soyent les valenrs de p^ n et 0, soit 
entieres, rompnes, on meme imaginaires, les senls cas exceptes ofi p — n est nne qnantite 
positive et reelle. 


1. Denotet S integrale hnius formulae geueraliter sumtum, ita ut quaeri 
debeat valor ipsius 5 casu, quo statuitur x = l; ubi primum observo formam 
propositam multo coucinniorem reddi, si fractiouis numerator et denominator 
per dividantur; turn enim liabebimus 
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— 2a;” cos. S + 

— 2a:” cos. 0 + 1 


[3-4 


Hie statim patet denominatorem af — 2 cos. (9 + a;“” semper ia n factores 
resolyi posse, qui singuli sint formae — 2cos.aJ + a:~^ ubi angulum co ita 
capi oportet, at, dam iste evaaescit, simal etiam ipse deaoiaiaator ad aibilam 
redigatur. 


2. Posito aatem isto factore a:^ — 2 cos. to x ^ = 0, aade fit 

X = cos. (JO + V — 1 • sin. co, 

mde ia geaere coUigitar 

= cos. A CO + y — 1-sia.Aco et a:“^ = cos.Aco — Y — 1-sm.Aco. 

Hiac 61^0 deaomiaator istam accipiet valorem 2 cos. nco — 2 cos. 6, qai igitar 
evaaescet, si pro «co samatur aliquis ex his valoribas 

6, d-\-27i, ^ -p Gjt, ^ Stc etc.; 

qaare, cam aameras horam valoram debeat esse = n, omaes valores angali co 
eraat seqaeates 

ff e+2x e+iit e + 6x e+2(n—i)x 

— , f f ^ • • 

nnnn n 

Praeterea vero cum sit cos.^ico = cos.^, erit etiam sia. »co == sia. 0. 


3. Cam igitar deaomiaator habeat n factores haias formae 

— 2cos.co + a;“^ 

aostra fractio, quicaaqae faerit eias numerator, in n fractiones simplices 
resolvi poterit, qaaram denomiaatores eruat illi n factores deaominatoris. 
Scribamas igitar brevitatis gratia 11 loco aameratoris ~2 cos. ^ + x~’^ 
atqae haec fractio 

J7 

a:” — 2c(ys.d + x~” 

resolvetar in n fractiones simplices, qaaram singalae hanc habebant formam 

P 


x^ — 2 co8. aj + ar ^ ’ 
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quocirca statuamus 

n _ p 

af'—2 cos.e + a:-“ ~ x^— 2 cos.a + x-^ 

ubi littera B omnes reliquas complectatur fractiones, imde statim habebimus 

j[l(x ^ — 2 cos. (D -f 1 

af—2cos.e + x-^ ==■?+ (a; —2 cos. CO + a;" ^). 

Quodsi iam faciamus 2cos. co + a;~^ = 0, bine colligemus numeratorem P; 
erit enim 

p n(x^ — 2 cos. o + 

— 2 cos. 6 + ’ 

siquidem in hac aequatione ponatur x = cos. co + Y— 1 . sin. co. 

4. At vero iam vidimus, si ipsi x hunc valorem tribuamus, illius firac- 
tionis tarn numeratorem quam denominatorem evanescere, quamobrem secun- 
dum regulam notissimam loco numeratoris et denominatoris sua scribamus 
diflferentialia ac prodibit 

p_ n{x^-x-^) 
nx^ — nx~'^ 

Nunc igitur si loco x valor assignatus scribatur, primo pro n nanciscemur 
hunc valorem 

/Z'= 2 cos.^co — 2 cos. 

ex fractione autem oritur iste valor quae ergo expressio cum sit 

realis, numerator quaesitus erit 

p _ 2 sin. (o(cos.j?g ) — cos. f) 

* wsin.Moj 

Iam autem vidimus esse sin. «co = sin. (9, unde iste numerator erit 

p 2 sin, a (cos. pa — co s, g) 

n sin. 6 

5. Quaelibet igitur fractio partialis ex resolutione fractionis propositae 
oriunda erit huiusmodi 

2 (cos.pc3 — c os, g) sin. co 

»sin.0 2 cos. CO + a;-” 
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a*» — 2 a;”co 8 . 


[ 6-6 


in qua forma si angulo co successive tribuautur omnes valores supra assignati, 
qui eraut 

9 d-\-27C 0 -{- 43t 9"\~2(^ — l)5C 

% 1 <t • • ♦ ^ , 

n 


n n 


n 


orientur omnes firactiones partiales, quae in nnam summam collectae ipsam 
formam propositam producere debebunt, unde etiam singulae 


in ^ ductae et integratae, turn vero in unam summam collectae, exhibebunt 
integrale quaesitum 8. 


— 2 cos. 0 + 


6. Consideremus igitur fractionem 


sm. ca 


o — 

quae ducta m — praebet 


— 2 cos.cj ^ 


sin. cj 


— 2ikcos. G) + 1 * 

cuius integrale ita sumtum, ut evanescat posito aj = 0, constat esse 


11 ^ Oi 

A tang, 


xsm, (0 


cos. 03 


Hinc igitur ex bac fractione partiali oritur ista pars integralis 


2 (cos. j3G3 — COS. 5) ^ 

n sin. ^ 


xsm, (D 


I t*/ OJJwL. VJ 

tang. - } 

° 1 — a; cos. 03 


unde ergo facile deducuntur omnes n partes integralis quaesiti, si loco co 
ordine omnes eius valores assignati substituantur atque in unam summatn 
colHgantur. 


7. Quoniam autem lioc loco eum tantum integralis valorem postulamus, 
qui oritur posito s = l, hoc casu fiet 


A tang, j 


X sm. m 


. I sm.a 3 

' A tang. 

1 — cos. 03 


- X cos. o 
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At vero ista formula y--co1c e^primit cotangentem anguli ~co ideoque tan- 
gentem anguli ita ut hoc casu pars integralis fiitura sit 


cos-pra — cos.g^ ^ 
~nsixL8 (^-4) 


Hie autem in transitu notasse iuvabit, si desideretur integrale pro casu a: = oo, 
turn proditurum esse ’ 

A tang. 


quia igitur est — ^ tangens anguli n~co, cum ante habuissemus 

hmc patet casu cc = oo etiam totum integrale duplo maius fore quam casu 
x = l. 


8. Tribuamiis igitur angulo w successive omnes eius valores eosque 
ordine hie sistamus eritque 


e. 

COS. COS. L 


n^ — d 


n sin. 6 n 

cos.f-(^ + 2:r) -cos.e 

n sin. 6 n 

_^cos^|(0^)-cos.e 

n sin. 6 n 

, COB- 1- (^+6^ )- cos. e 

n sin. 6 n 

+ etc., 

quarum formularum numerus debet esse =n. Haec autem expressio statim 
in duas partes distinguatur hoc modo indicandas 

Q B COB, g 

n sin. 6 n sin. 6 ’ 


1 ) Quae formula non valet, nisi sit 0<(a<25r, unde sequitur haec conditio 


0<e< 2a. 


A. L. 




ita ut sit 

Q _ COS. ^ cos. i- (6-^271) 

^ fl ft V\t Vh 

(n — 4)3C — ^ “ (^ + 4 : 7 t) 4“ etc., 

‘ n 

n.'T- 9 (»-2)ar-g (w- 4)^ -6 (w -6)«^ 

n w ^ n 

ita ut iam uobis incumbat in valores litteraram ^ et E inquirere. 


9. Primo autem statim patet valorem ipsius B esse progressionem 
aritbmeticam decrescentem differentia unde summa n termtnorum erit 
= 71 — 6, ita ut sit R = 7 t — 6. At vero mventio progressionis Q maiorem 
requirit apparatum, quern in finem sequentes investigationes generaliores 
praemittamus. 

10. Consideretur primo progressio ista cosinuum, quorum anguli in pro- 
gressione aritbmetica progrediantur et quorum numerus sit «, 

t == cos. (a + 2 jS) + COS. (« 4" 4j5) + cos. (a 4" 6 j5) 4 h eqs. (a -\-2n 0). 

Iam multiplicemus utrinque per 2 sin. jS, eli cum sit 

2 sin. ^ cos. y = sin. (/? 4" /) — (t — ' 

proveniet sequens forma 

2t sin. /? = — sin. (a 4* i^) 4" sin. (« 4* 3/3) + sin. (a 4- 5/3) 4- h sin. (a 4- (2w 4“ l)/^)> 

— sin. (a 4“ 3/3) — sin. (« 

ubi omnes termmi intermedii manifesto se destruunt, ita ut soli extremi 
remaneant, bincque ergo fiet 

, sin, (g + (2 w 4- 1) P) — sin. (« + fi) 

2 sin. /3 


11. Deinde vero iidem cosinus combinentur cum numeris naturalibus 
1, 2) 3, . . . « ac statuatur 


« = 1 cos. (a 4- 2/3) 4- 2 cos. (a 4- 4/3) 4- 3 cos. (« 4- 6/3) 4 h « cos. (a 4- 2 w/3) , 
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q'ua expressione ducta in 2 sin. /S adhibita r6solutione; qua modo sumus usi, 
consequemur 

2u sin./? = — sin.(a+/?)+sin.(a+3/?) + 2 siD.(a+5/?) + -^* + n sin. (a +'(2n+l ) /?), 

— 2 sin. (a 4-3/3) — 3 sin.(a 4-5/3) 

quae forma reducitur ad istam 

n sin. (a 4- (2n 4- 1)/3) — 2u sin. /3 
== sin.(a + /3) 4- sin. (a 4- 3/3) 4 sin. (a 4* (2w — l)/3), 

quae vocetur *»t;. 


12. Nunc ista series denup ducatur in 2 sin. /3, et cum in genere sit 
2 sin. /3 sin./ =* cos. (/ — /3) — cos. (/ 4- /?), 

nanciscemur 

2t; sin. /3 «= cos. a — cos. {a + 2/3) — cos. (a + 4/3) — • . • — cos. (a 4- 2>^/3), 
4~ cos. (cc 4" 2^) 4” cos. 4- ^/^) 4- * • • 

unde ob terminos medios omnes se destruentes colligitur 

cos, a — cos, (a + 2n ^ ) , 

^ 2 sin. /5 ^ 


quare cum sit 


u 


n sin. (of + (2 n + 1)^) — v 


bine obtinemus 


2 sin. § 


li 


nsin.(a -f(2w + l)j3) 
2sin.j3 


cos. cc cos. (a 4“ 2 w /3) 
4 (sin. 


13. Combinemus nunc ambas summationes modo traditas in genere ac 
statuamus 

F*- (a 4- i) cos. {a 4- 2/3) 4- 4* 2i) cos. (a + 4/3) 4 - (« 4- 36) cos. (a 4- 3i^) 

4* • • • 4" ^5) cos. (cc 4“ 2^^) 

Leomhjlbbi Euixbi Opera omnia I is Commentationes analjtieae 
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_ _ /'8x a!"+^— 2a;"cos. f + 

METHODUS HTVENIENDI INTEGEALE j — — ^8„_2a^ coB.e + r~ 


[9-10 


atque evidens est fore r=af + lu, unde loco t et u valoribus substitutis 
erit 

asm.( a + (2n + l)fi)-asin,(a + ^) , hnsin. (cc + (2n+ 

^ 2 sin. ^ ^ 

I cos. cc — 6 cos, (g + 

4 (sin. py 


14 lam satis perspicuum est progressionem, quam supra littera Q ex- 
Mbuimus, in ista forma generali pro V inventa contineri, quandoquidem 
utrinque idem terminorum numerus n occurrit atque coefficientes cosinuum 
seriei Q etiam progressionem aritlimeticam constituunt. Quamobrem pro 
coefficientibus primo faciamus 


unde deducimus 


d “1“ ^ 


HTt — 0 

n 


et 


a + = 


(m r- 2) — 0 

■ , 

n 


I 


2« „j. „ (« + 2)3t — 

— et d — 

n 


Nunc etiam angulos inter se coaequemus faciamusque 

a 4- 2/5==^ et a + A^ = ~{6 + 2n), 

unde colligimus 


^ ^ Mncque porro a == ^ (^ — 2n) = — ^ {27i — 6), 


bocque modo fiet 


r^Q. 


At anguli in expressione ipsius F occurrentes erunt primo 


a 4- (2» + 1)^ |■(7I — 0) 4- 2np, 


ubi, cum j) sit numerus integer, postrema pars 27r^ totam circumferentiam 
eiprimens omissa est, ex quo habebimus 

sin. (a 4- (2« -{-1)0} — — sin. — (n — 6). 

a * 
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Deinde occurrit angulus 
cnius sinus est 
Denique erit 
et 




sin. (a 4- = — sin .— (tt — 6). 

ft 


a + 2«/3 = — —(2n — 6) -{■ 2np 


n 


COS. (a + 2n/3) = cos.^(2jt — 6), 

His igitur valoribus substitutis prodibit 

(n + 2) JT — 6 , p , (w 4- 2) jr — B . p ^ 

sm* “ — 0) ““ sm. — (jt — fi) 

n n ^ n n ^ ^ 


Q=7 = - 


ft • 

2 sm.— 


2 ft sin. ~ (in: — 0) — cos. ~ (2 fC— 6) cos. — (2 sr — fl) 

, n'' ^ n n ^ ' 

* 'rr^n 1 


2 sin. — 4 

n 


Kf)‘ 


quae expressio manifesto reducitur ad banc 


«=F= 


3t sin.— (* — 0) 


sm. 




\ 


15. Inventis igitur valoribus litterarum Q et B valor integralis^ qiiem 
quaerimus, pro casu x = l erit 

^ «sm.|-(^-0) (^_e)cog.e 

nsm.0sm.^^ 

n 

Sin autem integrals quaeratur a termino x==0 usque ad jc^oo, eius valor 
duplo maior evadet. 


16. His iam in genere expeditis consideremus casum iam saepius trac- 
tatum, quo est ^=90“ et d = 90“ baecque formula integranda proponitur 



xP^xrP 
af + x—' 


36 * 
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atque pro eius valore casu oj == 1 habebiiiius 

p* 




X 8111 . 


2n 


n sm. 


pn 


quae ob sin.^ = 2 si 2 i.|^ eos.fJ abit in formulam illam notiseimam 

pjc 


2n cos. 


g— j _ — S0C* _ 

pn 2n 


2n 


Sin antem tantnm sumamns ^ = 90®, nt formula integranda sit 

X — 2 cos. 0 + a;"“ ” ^ 

eius valor ab a? *= 0 usque ad a? == 1 extensus erit 

^sm.^Ox — 6) 


n sin. (f sin. 




quae expressio reducitur ad banc 


n sm. 


a ( 

T— a Icos. 

im.o \ 


pd 

n 


sm. — cot. — ) ■ 
n / 


n 


OBSERVATIONES IN INTEGEATIONEM TRADITAM 

I. Primmn hie observe terminum medium in numeratore exhibitum 
nullo modo integrationem turbare, quoniam, si solus adesset, integratio nulla 
labOraret diEdcultate; turn enim formula 

p 

1 

J X ^ — 2cos.0 + x~” 

reducitur ad banc formam 
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quae posito o? = y abit in hanc 


cuius integrale est 


1 r H 

njy*—iy cos. 0 + 1 ' 


1 

nsin. 6 


A tang. 


ysin. 0 
1 — y cos. 0 ’ 


cuius valor casu a; = 1 fit 

1 . , sin. 0 ' it — 0 

Msin.0 ^^‘1 — cos. 0 2nsm.0’ 


qui ductus in — 2 cos. ^ praebet iUam ipsam partem bine oriundam in forma 
supra inventa, quamobrem superfluum foret hunc terminum in calculo retinere; 
unde hanc formam integralem sumus contemplaturi 


/ 


dx x^ + ar^ 

X a?* — 2cos. 0 + x~“’ 


cuius valorem casu a; == 1 invenimus 

X sin. (at — 0) 

~ I Z ! pa ’ 
tv sin. 0 sin. 

n 

quern brevitatis gratia littera P designemus, ita ut sit 

a sin. — (at — 0) 



n sin. 0 sin. — 
n 


Turn vero etiam invenimus casu x^oo valorem huius formulae esse *==2P. 

11. Secundo loco probe notari oportet exponentem j> necessario minorem 
esse debere quani exponentem fi, quia alioqum fmetio foret spuria et varia- 
bilis X in numeratore tot vel plures dimensiones esset babitura quam in 
denominatore. Quoties autem hoc evenit, integrali praeter partes^ quas per 
resolutionem in fractiones partiales sumus nactii qu^titas quaedam integra 
adiici debet, id quod in nostra soluiione non est factum, qu^obrem tales 
casus hinc prorsus excludi convenit* Geterum quoMbet casu has partes int^gras 
facile erit adiicere ad partes, quas nobis nostra methodus suppeditabit. 




TTT. Ex ipsa solutione, quam dedimus, perspicuum est exponentem p 
necessario integrum statui debere, quia alias operationes ibi exhibitae locum 
habere non possent; unde eo magis mirum videbitur, quod conclusiones in- 
ventae subsistere queant, etiamsi iste exponens p fuerit numerus jfractus qui- 
cunque, dummodo minor quam n, propterea quod hos casus semper ad expo- 
nentes integros reducere licet. Ad hoc ostendendum ponamus esse jp = j 
atque forma nostra posito cc = s^ reducetur ad hanc formam 





y 


ubi cum omnes exponentes sint integri ac pro terminis integrationis, 
erant a; = 0, a; •= 1 et a? =■ oo, etiam fiat e — Q, e = l et n — oo, pro e 
valor integralis erit 

Aat sin. — 6) 

’ J,n sin. 0 sin. 

Xn 


qui 
= 1 


qui restituto loco j- valore p abit in hunc 


3t sin. ^(x — 0) 

• a ■ P* 
n sm. 6 su). — 
n 


quae expressio cum superiors prorsus congruit. Atque hinc intelligitur, 
etiamsi^) exponenti p valores irrationales tribuantur, dumne superent expo- 
nentem n, semper hoc evenire debere. 


IV. Hie iam quaestio oritur maximi momenti, utrum etiam exponenti p 
dare liceat valores imaginarios necne. Hoe autem affirmandum videtur, 
quandoquidem imaginaria certe non sint maiora quam w; unde concludimus, 
dummodo valor ipsius p ita capiatur imaginarius, ut ipsa formula differen- 
tialis maneat realis, turn etiam conclusiones nostras veritati consentaneas 
^se mansuras.*) Hoe autem evenit, si statuamus jp — jV — Ij turn enim, 
cum in gen^e sit 

e«’y-^-l.e-«'i^-i=2cos.9), 

1) Editio princqps; . . . intOligitur, guomims etiam exponenti . . . Oorrexit A. L. 

2) Quamquam hoc non satis confinnatum est, tamen hie revera ponere Kcet p = g"]/— 1, quia 
integralo valore absolute ipsius p mauente satis parvo in seriem integram secundum ipsius p pote- 
states progredientem resolyi potest. A, L. 
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quia nostro casu est 9) •= qlx, ipsa formula integralis erit 


J X 


2 cos. qlx 


X a^ — 2 cos, 0 + x~" 

Nunc igitur videamus, quamnam formam nostrum integrale casu a; = 1 sit 
recepturum, et quoniam sinus angulorum imaginariorum sunt etiam imagi- 
narii, quandoquidem 


evV-i _ , 


y-i 


sm.9), 


loco 9) scribamus y/V — 1 eritque 

ma.'ipV — 1 




unde in forma integrali erit ^ , ideoque loco rp scribamus — 6 ) 

pro numeratore, at ^ pro denominatore, ex quo valor integralis ab a; = 0 
ad a; = 1 extensus erit 


3t 


-A(;t_e) 9) 


« sin. Q +lf 

g .» — e * 


Hinc igitur formemus sequens tbeorema notatu dignissimum. 


THEOEEMA 

Quodsi ista formula integralis 


fil. 

J X 


cos. qlx 


X af‘— 2 cos. 9 + x-" 
a termino a: = 0 usque ad x = l extendafur, eius valor semper erit 


X 


6 ^ — e ” 


2nsin.0 +— 

^ » _ e *. 


Si/n autem integrale extendatur ab a: = 0 ad x= 00, valor prodddt dty^ maior. 

Hoc tbeorema utique eo maiorem attentionem meretur, quod ntilla via 
patet eius veritatem directe demonstrandi. 
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METHODUS mVENIBNDI INTEGEALE 

J X g*” — 2a;” cos, g 4-^ 


V. Eevertamur autem ^ formam integralem primo expositam, et quo- 
niam numerator duabus constat partibus et unde summa integralium 
pro flj==l inventa est =P, at pro casu a; = oo duplo maior ==2P, hie 
maxime notatu dignum occurrit, quod pro termino ,x = <x> utraque pars 
numeratoiis eundem producat valorem = P. Semper enim erit integrate ab 
a; = 0 ad a; •= tx) extendendo 





a:" — 2 cos. 6 + a:"” 



x-p ^ 

2COS.0 + ®”” 


P. 


Ad hoc ostendendum ponamus pro posteriore formula x *=— eaque induet 
banc formam 



2co8.^+j^’ 


quae Qum sit priori formae prorsus similis solo signo — excepto, eius valor 
a termino z = (i usque ad z — ob negative sumtus primae formulae erit 
aequahs. Cum autem sit ^ = isti termini integralis erunt ab a; = co usque 
ad a; = Oj qui ergo si invertantur, etiam signum integralis erit mutandum 
sicque ipsi priori formulae aequale evadet; quare cum ambae formulae con- 
iunctae summam habeant = 2P, utriusque seorsim sumtae valor erit = P, 
unde deducitur sequens theoremai notatu pariter dignissimum. 


THEOKEMA 


Istius formidae integralis 


/ 


dx 


X±P 


X a;"— 2 008.0 + ®“* 
valor a termino x = 0 usque ad x =‘ oo &ctensus semper est 

n sin. 6 sin. — 
n 

Evidens autem est hanc aequaUtatem pro casu neutiquam locum 

habere posse. 

T1 Quomam in nostra formula differentiali tanfcum occurrit terminus 
2 cos. 6, CUIUS valor idem manet, etiamsi pro d sumeremus e ± 2in, mg-n-ma 
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Me mirum videri debet, quod turn yalor integralis maxime diversus sit pro- 
diturus, scilicet 

jtsiiL^(5r — d±2ix) 

-a ■ ’ 

n sm. 6 sm. - — 

n 

unde merito quaeritur, quisnam borum valorum Teritati sit conformis; ad 
quod certe niMl aliud responderi potest, nisi quod omnes veritati aeque con- 
sentanei sint censendi^), id quod eo minus mirum videri debet, quod omnes 
huiusmodi formulae integrales revera sunt functiones multiformes atque adeo 
infinitiformes, id quod ex boc exemplo simplicissimo J* - inteUigi potest. 
Cum enim eius integrale exMbeat arcum circuli, cuius tangens est x, tamen 
autem arcus innumerabiles dentur, quorum eadem sit tangens =a;, necesse 
est, ut omnes aeque in bac forma integrali contineantur. Quin etiam in 
nostro valore invento P loco n quoque scribere licet n-\-2i7t eiusque valor 
niMlominus cum veritate consistere poterit. Verum in buiusmodi integrationi- 
bus perpetuo valores minimi desiderari solent boeque modo omnis difficultas 
e medio est sublata. 

Vn. Deinde in analysi supra adhibita supposuimus onmes factores deno- 
minatoris inter se esse inaequales, id quod utique semper evenit, nisi sit 
cos. ^ + 1, quippe quibus casibus denominator quadratum involvit; fit 

enim is 

ex quo patet omnes factores ic" + 1 bis occurerre debere. Hoc incommodum 
etiam innuitur per ipsam nostrum formulam P, quae casu ^ = 0 valorem 
indicat infinitum. Yerum posito 6 — n singulare pbaenomenon se offert, 
dum formulae pro P inventae tarn numerator quam denominator evanescunt 
atque adeo fractio determinatum nanciscitur valorem. Ponamus enim 
6 = 7 t — CO existente to infinite parvo eritque sin. 0 -= sin. to = co; at ob 
n — 6 = 0 ) in numeratore babebimus sin. ^ = unde valor ipsius P 

resultat — — — qui cum peuitus sit determinatus, nullum piano .duMpm 

nn sin. ~ 

suporesse potest^ quin cum veritate conspiret, unde sequens enascitur theorema 
maxime memorabile. 

l) Formula inventa nonnisi hae conditioiie valet (vide notam p. 271). A. L. 

Lkonhardi Euleri Opera omnia I is Commentationes analyticae 
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THEOEBMA 

PrqposUa formula differentiali 

dx x^ + «■■*’ _ x^-''-dx{x^ + x-^) 

IT ’ x’' + 2+x-" (a;* + 1)* 

si oius intcffralc a tcrmino x •== 0 us^uo ad a? = 1 cxt&ndatwr, oius valor s&mpct orit 

] pyt ^ 

nn sm. ^ 
n 

siu QfUrteM usgw ud tcfifiifiuM == oo exteudotuT , dus vdloT cHt duplo mciioT 

2^p 

“ ©sT* 

nn sm.— 
n 


DEMONSTMTIO HUIUS THEOEEMATIS DIREOTA 
Formula ista iategralis resolvatur sequent! modo 

fdx + »"-•*’ _ Q ■ fdx B 

J x' (1 + a^)* l + af'~^J X ‘l+a:’* 

Sumantur igitur differentialia simulque ducantur in positoque 5 $ = Q'dx 
orietur ista aequatio 


af+^ + aj"-^ Q'x nQaf . B 

(1 +3?*)* ~ 1 + a:» (l+a;")* 1 + a;» ’ 

quae per l+-a?* multiplicata hoc modo repraesentetur 

af+J’ + a^-^’ + Mga;" 

— «■* + £, 

ubi ison ^ ita acdpi debet, ut ilia fractio ad integrum revocetur. Facile 
autem patet hoc fieri statuendo 

ng = — jc' + a;"-*; 

turn enim ilia fractio fiet 
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ita ut nunc habeamus 

05"-^= ^a: + i2. 

Cum igitui sit , erit 

_ Oi—p)x’‘-^—px^ 
w 

hmcque colb'gitur 

quocirca formula integralis proposita reducta est ad banc formam 


, p px af-P + xP 
«(l4-a:“)~^nj x ' 1+af ’ 

quod integrale ita est sumendum, ut evanescat posito a; = 0. Nunc igitur 
statuamus a; = 1 ac prior pars absoluta evanescit, formulae autem integralis 
valor per ea, quae dudum^) sunt inventa, prodit 


£ 

n 


X 


nsin. 


n 


. pit 

nnsm.— 

n 


9 


qui ergo cum ante invento perfecte congruit. 

Vin. Tribuatur nunc etiam in bac postrema forma exponenti p valor 
imaginarius ponendo p=.g-l/— l, et cum, ut ante vidimus, bine fiat 
xP + *= 2 cos. qlx, formula integrabs proposita erit 


ic * COB . qlx 

(l+af^y 

Pro eius valore autem iam ante vidimus fore 


J X 


sin. 




n 


6 — e ” 


l) Vide L. Euleri Oommentatioiiem 60 (iiidicis Enestroemiaot): Be mvetdkme wi^egraUum, 
si post integraUonem variahili gmntitaU determinates valor ir^eaturj Miscellanea Berolin* 7, 
1743,^. 129; Leonsaedi Euleri Opera omnia^ series I, vol. 17, p. 58. A. L. 


se* 
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dx — 2a;” cos, g-f 

ajSn — 2a;" cos. 6 -j- 1' 


[ 19-20 


quamobrem valor nostrae formulae ab a; = 0 ad a; = 1 extensus erit 

2^2 


nn 


f _2i\ ’ 
\e”—e "/ 


unde deducimus sequens tbeorema onmi attentione dignum. 


THEOEEMA 

Si valor iditts formulae irdegralis 

C ®”~^3a:cos. gZa: 

- . J (l.+ «”)?- _ 

a termino a: = 0 usque ad x = l extendatur, is semper aequabitur huic formulae 

, nq 


.6 


Cuius autem theorematis demonstratio ex principiis iam cognitis vix elici 
posse videtur. 

IX. Praeterea etiam perspicuum est methodum, qua usi sumus ad 
nostram formulam integrandam, subsistere non posse, nisi terminus medius 
denominatoris binaiio sit minor, quam ob causam eum hac forma 2cos. 6 
expressimus. Quamobrem Mnc oritur quaestio maximi momenti, utrum 
nostrae conclusiones etiamnunc valeant, si terminus ille medius binario maior 
acdperetur sive si angulus 6 foret imaginarius, necne. Verum etiam hoc 
casu nullum dubium superesse potest, quin formula nostra finalis etiamnunc 
veritati consentanea sit futura* Ante omnia autem hie est observandum illi 
termino medio 2 cos. d valorem negativum tribui convenire, quia alioquin ipse 
denominator in nihilum abiret, dum quantitas nostra variabilis a: a termino 6 


usque ad 1 augetur. Hanc qb rem statuamus angulum 6 
noster int^rahs erit , : ’ ■ 

J X X 


■■71 — 7} et valor 


‘ + 2 cos 


fab 

i.iy + a;~"Lad x^l. 


3t Bin. 


n sin. rj sin. 


Ttp 


In hac ^tur forma f^kmus angulum g imaginarium ponehdd 17 = 9)1 /— 1 
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eritque per ea, quae iam supra observavimus, 2 cos.9))/— 1 = e’’ -{- e"’’, ita ut 
iam noster denominator sit 


a;” + e’’ + e"*’ + a;-” = ^ (a?" + e^) (a;* + 


quern idcirco statim in duos factores reales formae a: ^ resolvere licet; 
turn vero fiet 


similique modo erit 


sin. 7 ] =,sin. 9 Y— 1 = 


e-9> — e+ip 
2 ]/—! 


P 

Sin. — « 
n ‘ 


sin. 


^Y-I 



2 ]/-! ’ 


unde formula nostra integralis emergit realis 


/ ^?£\ 

sr \e " — c " / 


« (e~ S’ — e+ S') sin. 


Statuamus autem hie brevitatis gratia. 6’’ = /', ut sit atque nostra 

formula integralis sequentem induet formam 





id quod tamquam theorema omni attentione dignum spectari potest; ubi per 
se intelligitur valorem eiusdem integralis usque ad a: = 00 extensum fore 
duplo maiorem. 

X. Quodsi iam in hac forma etiam exponent! p valorem imaginarium 
tribuamus, pariter . nullo modo dubitari poterit, quin conclusio nostra vera sit 
mansura, Ponamus igitur p^qV—l eritque ut ante a:^ + a:“^ = 2 cos.gZa;; 
turn vero erit . , r 
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pro integralis autem numeratore erit 

/* — =2/— 1 • sin. ^If. 

His igitur valoribus substitutis seqnens nanciscimur 


THEOEEMA 


Yahr istiiis formidae integralis 


Cdx cos, qlx 


a termino a; »= 0 usgw a; = 1 extensus semper aequoibitur formulae 


2x sin. — If 
n ' 




l in _£«\ 

\e” — e ”) 


XI. Deinde iam pridem^) observavi omnia huiusmodi integralia satis 
eommode per series inflnitas exprimi posse. Cum enim ista fractio 

^ X”+P 

af — 2cos.0 + a:~" a:*"— 2a:*cos. 0 + 1 

resolvatur in banc seriem 

^ (af +f sin. d + a?^" sin. 20 + a:’" sin. 3d + etc.), 


integrate istud 


X X^ — 2 COB. ff + x~” 


a termino a; = 0 usque ad a; «=> 1 extensum aequabitur huic seriei infinitae 

1 / sin. 0 ■ gin. 2 & . sin. 30 . sin. 40 , \ 

sin. 0 \« +JP 2n-i-p 3n+p 4n +p ' ' 


l) Vide Commentationem 589 huius Toluminis, imprimis p. 204. A. L, 
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Hinc ergo si p negative caperemns, turn formula nostra principalis 

/ dx x^ + ar ^ 

X a;" — 2 cos. ( 


.0 + a:-» 

ab a; = 0 ad a; = l extensa semper aequabitur bnic seriei infinitae geminatae 

sin.e sin. 20 sm.30 sin. 40 

1 n-\-p 2n+j? 3n+jp 4n+^ ® 

sin.0 sin. 0 sin. 20 sin. 30 sin. 40 

[+ + 3;^:^ + 

quae binis homologis coniungendis contrahitur in banc seriem 


2w / sin.0 2 sin. 20 3 sin. 30 

sin. 0 Vww — np ”1" 4«n — pp 9nn—pp 


4 sin. 40 
9nn—pp 16 n « — pp 


etc, 




Xn. Hinc iam manifesto pro casu, quo ponitur ista series 

inflnita exoritur 


2n / 
sin. 0 \i 


sin.0 . 2 sin. 20 . 3 sin. 30 

I* TTm i zrz I* 


4 sin. 40 

sin. 0 \nn + ff2 4«n + 22 9nn + 22'"'" 16»» + 22 

quae ergo exprimit valorem huius formulae integralis 


+- etc.^. 


/ 


dx 2 cos, qlx 
X ' — 2 COS. 0 + ar " ’ 


scilicet ab x = 0 ad x = \ extensae, ita ut istius seriei summa finite modo 
expressa sit etiam 

Jt € 


+i-(s_e) 
- » — ^ n 


nsin. 0 


_ 2 £ 
c " — e 




Quin etiam facile intelligitur hie quoque angulum 6 imaginarium accipi posse. 
Vidimus enim posito O — ipY—l fore 


hineque in genere 


sin. 6 — 


sin. X6 


fT'P — e&f 

2I/-I 
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Quare si statuamus = f, erit 

sin-X^ 

sin. 6 f J:. ’ 

‘ f 

unde series ilia satis concinnam formam accipiet. 

Xn[a]/) Denique operationes, quibus in integratione nostrae formulae 
sumus usi, consistere nequeunt, nisi expOnens n fuerit numerus integer. Interim 
tamen valor integralis, quern invenimus pro casu vel x — 1 vel x = (x>, veri- 
tati conformis deprehenditur, non solum quando pro n numerus fractus qui- 
cunque, sed etiam adeo imaginarius accipitur, quorum prius facile ostenditur. 
Sit pnim « = Y ac ponatur x = y^ atque ob ^ ^ orietur baec forma 

integralis exponentibus integris contenta 

f kdy 

J y 1 /”* — 2cos. ’ 

cuius ergo valor casu a: = 1 debet esse secundum formulam inventam 

kit . 

Sin. d sm. 

m 


qui, si iam loco m valor In restituatur, manifesto abit in ipsam nostram 
formulam supra [Y] inventam 

_ sin. — (n — ff) 

n _• 

sm. a sm. ~ 


Hinc autem nuUi amplius dubio relinquilur, quin veritas baec subsistat, 
etiamsi n fuerit numerus imaginarius.*) Ponamus igitur « = wV — 1 et 
formula integralis reducetur ad banc formam 



a;pq-a;-^ 

2 cos. mix — 2 cos. 6 ’ 


1) In editione principe felso niunSms XII iterator. A. L. 

2) Manifestum est lianc conclosionem falsam esse, quotiescunque pro w numerus imaginarius 
formae m )/— 1 accipitur. A. L. 
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ctiius ergo valor casu a; = 1 certe erit 


,y_ 1 ■ ( ^ _?!£\ ’ 

^ sin. 6ve® — e ’"} 


ubi mirum videbitur istum valorem semper esse imaginarinm, licet ipsa for- 
mula differentialis, dum variabUis x a termino 0 usque ad termiuum a:==l 
augetur, maneat realis, id quod merito maxime videtur paradoxum. Interim 
tamen non desunt casus, quibus valor integralis formulae differentialis realis 
manifesto evadit imagiaarius, id quod in ista formula simpliciori 


X cos. mix 


ostendisse sufficiet, quae utique, dum a: a 0 ad 1 augetur, constanter manet 
realis. Ad banc ergo formulam integrandam statuamus lx = — z, ubi notetur, 
dum a; a 0 usque ad 1 progreditur, turn quantitatem js ab oo usque ad 0 
decrescere. Nunc igitur formula nostra integrabs erit 


cum vero constet esse 


r —d0 
J eos. mz ’ 

f i tang. ^9P, 
J sm. w ® 2 ^ 


sumamus 95 = 90® — mz eritque 8(p — — mdz bincque 


= 4 - 1 tang. (45® — ^mz\ 
J cos.mz ° \ 2 / 


quod integrale manifesto evanescit pro termino 2 = 0; dum autem ab hoc 
termino quantitas g in infinitum usque augetur, infinities tangens huius 
anguli fiet negativa eiusque logarithmus propterea imaginarius, unde non 
amplius mirabimur, quod formulae differentialis realis integrale evadere possit 
certis casibus imaginarium. 

•^TTT Hoc igitur modo evictum est formulae nostrae differentialis propo- 

sitae 

rdx x^+xrt’ 

“ J X ’ 2 " — 2cos. S-f-a:"" 

Leomeabdi Etoebi Opera omnia I is Commentationes analyticae 37 
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integrale assignatiim a termino x — 0 usque ad a; = 1 semper cum veritate 
consistere, quicunque valores temis litteris ^ et ^ tribuantur sive integri 
sive fracti sive etiam imagiuarii. Interim tamen dantur casus iam initio 
indicati, quibus isti valores integrales a veritate aberrabunt, quippe quod 
semper usu venire debet, quoties exponens jp maior est exponente quam 
ob causam sedulo excludere debemus omnes casus, quibus formula p vt 
evadit realis et positiva. His autem exceptis variae formulae, ad quas Me 
sumus perducti, ita sunt comparatae, ut maxima attentione dignae videantur 
simulque non contemnenda incrementa scientiae analyticae promittant. 



DE SUMMO USTJ CALCULI IMAaLNAHIOEUM 

IN ANALYSI 


ConTentui exliibita die 18. Martii 1776 

Commentatio 621 indicis Enestroemiani 
Nova acta academiae scientiamm Petropolitanae 3 (1785), 1788, p. 25 — 46 
Summarium ibidem p. 164 — 167 


SUMMARIUM 


Les Geometres de nos jours connoissent suffisamment la grande utilite du Calcul des 
Imaginaires; ils savent combien il a contribue a Tavancement de TAnalyse et que dans 
rintegration des formules differentielles fractionnaires, qui se fait par la resolution en frac- 
tions partielles ayant des denominateurs en partie imaginaires, on ne sauroit se passer de 
ce calcul. Feu M. EuiiER avoit fait, a la verite, quelques tentatives de d%ager Tint^ 
gration des formules rationnelles de tout emploi des Imaginaires, et quoiquil y ait reussi 
en partie, le succes n’avoit pas ete parfaitement heureux dans les cas, oil le denominateur 
a deux ou plusieurs facteurs egaux. On ne sauroit done se passer entierement des Imagi- 
naires et on rencontre parfois des formules integrales qui paroissent se refuser a toute 
voye d^integration, a moms qu'on n'ait recours aux Imaginaires. C*est ee que TAuteur se 
propose de montrer par un nouvel exemple frappant dans le cours de ce memoire. 

Le cas que M- Euler a cboisi pour eet effet lui a ete foumi par le memoire prfc^- 
dent Car ayant trouve 


pour Fint^grale 


sin. 0 sin. “ 



*" + 2 eos. fl -|- 


> 


37 * 
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prise depuis a; — 0 jusqua a; »• 1, il observe qu’en gardant les memes termes d’integratioii, 
on pent dednire de la 


I; 


dx — _ 

xlx ic” + 2 cos. 6 4“ ^ ^ 


/ dp sin.^ 

. ftp > 


p etant regarde conune tme quantite variable et Tintegrale prise de maniere qn’elle eva- 

noiiisse en mettant jp — 0. Et c^est Tmtegration de cette formule, ou bien, pour eviter 

les fractions, de celle-ci r — , qui fait le suiet de ce memoire. 

^ sm, ntp ^ 

UAuteur commence par degager cette expression des quantites angulaires, en mettant 
/«cos, 9 P + y-— l-sin.^ et ie=*cos. gp— l/— 1 -sin. y, ce qui le conduit a cette expression 
purement algebrique 

dt 

ty-i ■ ’ 


pour Tintegration de laqueUe il faut soigneusement distinguer les cas oil Texposant m sur- 
passe n, des cas oil le contraire arrive, vu que dans le premier cas la fraction est im- 
propre et contient des entiers dont il faut avant tout determiner les integrales, ce qui etant 
fait, le reste se reduit a trouver rintegrale de la formule proposee pour les cas ot I’expo- 
sant n est plus grand que m. 

Pour cette integration, M. Euler met en usage la methode qu’il a employee avec 
succes dans le memoire precedent, savoir la resolution en fractions partielles par la decom- 
position du denominateur en n facteurs simples trinomiaux de la forme — 2 cos. (o 
qui donnent autant de fractions partielles a integrer, cbacune de la forme 


2 sin. a sin.mco 


dt 


n COB n 03 


1 




- 2 cos. 00 4- f 
(n — 1)7C 


7^^ 


les n valeurs de Tangle m etant 0, 

Mais comme Tintegration de cbacune de ces fractions partielles, quoique tres -facile, 
mene a un m:c imaginaire qu^il faudroit reduire a des quantites reelles, pour s’^pargner cet 
embarras, TAuteur fait rentrer son angle 9 dans le calcul, ce qui etant fait, Tintegrale 
parMelle en question, a cause de ^ =^dq> et 2 coB.tp, prend cette forme 


t]/-~ 1 


Bin. CO sm. mcD 


dtp . 


fi cos. nM cos. (p — cos. go ^ 
de fa^on qu’il ne reste plus qu^a trouver Tintegrale de 

I j 4" 


dtp 


trouve d^une maniere tres-aisee 


cos. 9 — cos. 


que M. Eolee 
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La forme generale des integrales partielles qni composent rintegrale complete de la for- 
mule proposee sera done 

sin. may sin. (m + gp) 
n cos. nay sin, ^ (o — gp) ^ 

on bien, ce qni revient an meme, en mettant = 2 a et 9 =* 2 ^, on anra 

sin, 2 m>ip sin. ^mu sin. (a + '^) wof ^ sin. (2a + '*1^) 

sin. 2^1? n sin. (a — 1 |)) n sin. (2a — i|f) 

, sin. 6 m a ^ sin. (3 a -|- Ip) j. 

n ^ sin. (3a—ljj) 

ot. le nombre des termes est — 1 et ^ < a , 

^psin. ~ 

Ayant done tronye nne expression finie ponr Tintegrale de — ; — ponrra anssi 
assigner, par nne expression finie, Tintegrale de la fonnnle ” 


on ponrra anssi 


ri^._ 

c/ xlx 


aP — X ^ 
+ 2 cos. e + 


tontes les fois qne Tangle d est a dans nn rapport rationnel, c*est a dire 6 : fiiVf 

on bien 1 ; = ^. En mettant done — =r et la forme generale de tontes les 

parties dont Tintegrale de la formnle proposee est composee, sera 

sin. id sin. q (t + r) 

— sin. 6 sin. q (i — r) 

Mais comme de cette maniere le nombre des termes pent etre reduit a la moitie, ponr 
faciliter cette contraction TAntenr distingne qnatre cas, selon qne les nombres ft et 1 / sent 
tons les denx pairs, on tons les denx impairs, on Tnn pair et Tantre impair, et il finit son 
memoire par qnelqnes exemples propres a eolaircir cette integration remarqnable. 


Quanta incrementa Calculo Imaginariorum per universam Analysin ac- 
cepta sint referenda, nunc quidem amplius nemo dubitabit. Nuper^) equidem 
conatus sum integrationem formulamm rationalium a Calculo Imaginariorum 
penitus liberare; verumtamen boc negotium in casibus, nbi denominator plures 
habet factores inter se aequales, minus feliciter successit. Quin etiam non 
ita pridem in tales formulas integrales incidi, quae quomodo sine subsidio 
imaginariorum tractari queant, nullo adhuc modo perspicio. Cum enim*) 

*) Vide Dissertationem praecedentem p. 284, 

1 ) Vide Oommentationeia 572 hnins yoluminis p. 113. A. L. 
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ostendissem huius formulae iutegralis 



X” + 2 cos. 0 + 


valorem a termino x = 0 usque ad ic = 1 extensum esse 

. dp 
% Sin. — 
n 

t^sin. dsin.— 
n 


denotante TT peripheriam circuli, cuius diameter =1, inde facile deducitur 
haec conclusio maxlme memorabilis, quod huius formulae iutegralis 


Cdx 
J xJx 


xP — arP 


xlx a:*-j-2cos.0-t-a:~’* 


valor pariter a termino x=0 usque ad a; = l extensus aequetur isti integrali 

n sin. dj • ^ 

sin.— 
n 

ubi scilicet quantitas p tamquam variabilis spectatur et integrate ita capitur, 
ut evanescat posito p == 0. Quodsi ergo nunc faciamus ^ — (p, integrari 
oportet huiusmodi formulam differentialem Quemadmodum ieitur 

• I • • buj. vi$(p o 

ista mtegratio auxilio imaginariorum tractari debeat, hie sum ostensurus. 


DE INTEGEATIONE FORMULAE 


rd(p sin. 
J sin. 


mep 
sm. nep 


1. Ante omnia hanc formulam ad quantitates algebraicas ordinarias re- 
vocari convenit, id quod commodius quam per imaginaria praestari nequit. 
Hunc in finem statuamus brevitatis gratia 

i = cos. 9 + K— 1 • sin. 5 p et a = cos. <p — Y— 1 . sin. <p, 
ita ut sit fu— turn vero erit 


ideoque 


dt-= — d(p (sin.^) — Y— 1 . cos. <p) 
dtY—l-= — d(p (cos. 9 + y— 1 . sin. 9 )) == — td<p, 
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unde ergo fiet 


dq) = 


dty-i 

t 


dt 

ty—i ' 


2. His autem fonnulis constitutis ex elementis Calculi Imaginariorum 
constat esse 

f cos . Xq + V — 1 • sin. Xq et = cos. Xq — Y — 1 • sin. Xq', 

unde ergo coUigitur = 2]/— 1 • sin. ideoque 


sin. 


2y-i 


Hinc ergo, si loco X scribamus nmneros m et erit 

siii.mgp w*” 

sm,n(p 

quocirca, si integrate quaesitum littera S designemus, ut sit 

o rd(pmi.mip 

J sin. 


sm. ngp 


facta substitutione nunc habebimus 




dt 




#y-i 

Quia autem est m = y = t~\ formula proposita ad speciem consuetam solam 
variabilem t involyentem est reducta, cum sit 


dSV— 1 


dt 


f p — i-n* 


cuius formulae adeo integralis iam passim evoluta reperitur. Hie autem 
probe meminisse oportet ipsam quantitatem t non esse realem, cum sit 
t = cos. q 4- V — 1 • sin. y. 


3. Mauifestum He est ambos numeros m et » semper tamquam int^ros 
spectari posse, cum iis ratio mdi<»tur, quam ambo anguli mq et nq inter 
se tenent. Hie igitur ante omnia dispiciendum erit, utrum exponens m 
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maior minorve sit exponente n, quandoquidem notum est, si faerit m>n, 
fractionem nostram esse spuriam atque partes integras ante ex ea elici 
debere, qnam integratio suseipiatur, Hos ergo casus hie primum evolvi con- 
veniet. 

Sit igitur prime = « + A, ita tamen, ut sit A < «, ac facile patebit 
fiactionem 

continere partem integram f’ + 1~^, qua ab ista fractione sublata remanet 

fn — X — 

quae firactio non amplius est spuria. Ex parte integra autem ducta in y 
oritur integrale . At vero est — «^=2y'— l-sin-A^), quod 

per y — 1 divisum dat partem integralis hinc oriundam 

2sm. Agp 


4. Sin autem fueiit m>2n sive m = 2n turn fractio nostra 

in—X 

hanc continebit partem integram r+^+r"-^ qua ablata remanet adhuc ista 
fractio 

quae iam est genuina ob A < w. At yero ex parte integra ducta in y 

oritur integrando — cuius valor est 

qui per K— 1 divisus praebet partem integralis hinc natam 

2siii.(w-f A)y 

w -f- A 

5. Sunih modo si ftierit m > 3« ac ponatur m == 3» + A, fractio nostra 
ent 

+ i 3n— Jl 


ln_i~n 
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quae continebit partem integram bac .autem ablata remanebit 

adhuc firactio 


■f^n^X — p-n-X 

p—t-« ’ 


quae etiamnunc est spuria et continet partem integram + qua ablata 
demum remanet fractio genuina 




Ex partibus autem integris oriuntur bae partes integralis 


2sin.(2n4 - A)y 2 sm.X 9 ! 
2« + A ' J 


6 . 


erit 


Ponamus quoque esse m > 4w ideoque m = 4n -f- A et firactio nostra 


^4>f + A ___ 2 


quae statim continet partem integram tac autem ablata re- 

manet adhuc ista fractio 

^2n +X ^^3it-~X 

quae denuo continet partem inte^am -f qua subtracta tandem 

remanet ista firactio genuina 

lam vero ex partibus integris obtinentur pro integrali 8 istae partes 

2 8 iiL( 3 »-HA)g? 2 sin. (n -j- >1) 91 

3n+X w-j-il 


7. Sit porro etiam m> 5n sive m = 5n-\- X ae nostra firactio 


^5 » + X ___ 5jf •» X 


Leokhaju)! Euuebi Opera omnia Iis Gommentatioiies analyiaeae 
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primo contmebit partem integram f**'*'^ + qua ablata remanet adhuc 
ista jfractio 


t' — lr* ’ 


quae per antecedentia continet adhuc duas partes integras, scilicet 
et quibus ablatis remanet tandem ista fractio genuina 




8. Ex his casibns iam satis perspicitur, quomodo, si exponens n adhuc 
maior accipiatur, partes integrae in integrale S ingredientes se sint habiturae, 
quas idcirco hie coninnetim aspectui exponamus. 


I Si M = w 4" ©rit 


2 sin. 


/ dq>Bm.(n + X)q> 
sin. nq> 

m 

C 

iy- 


m.jL(p r ct 

X J tV-1 f'-tr- 


IL Si = 2» + A, erit 


/ gqpsin. (2n + 
sin.ngp 


+ A)9 


28in.(n4'^)9 1 C 

~ n+ X 


in. Si m = 3^4-A, erit 


/ ^9>8in. (3n4 
sin.ngp 


+ 


2sin. (2w + A)qp , 2 8 m.A 9 ) r dt 
2n + X X J 


IV. Si m^4n + X, erit 


sin. (4n 4 A) (jp 
sin, ntp 

/•}/— 1 


2 8in.(3n-f- A )y , 2 sin. (n + A)g) 
3w + i 


Bin. n<p 

• (« + 
w + A 
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V. Si w = 5« + A, erit 


/ 29sin.(5n-f 
sin. ng) 


+ A)q[) 


2 8in.(4n + A)y 2sin.(2 n + A)y ^ 2ran^9 


+ 


r dt *) 

JtV—l' V' — tr" 


4n + A ■ 2 m + 1 
VI. Si m = 6» -]- A, erit 

sin. (6n + X )9 


ty- 


sm.M9 


2Bin.(5n + A)y 2 8in. (3w + A)gi . 2sin. («4-A)y r dt f—t~ 
5tt+A 3«-t-A n + A J ty — 1 #" — i~ 


etc. 


9. His igitur casibus, quibus m'> n, felicissimo cum successu expeditis 
totum negotium reducitur ad integrationem formulae pro casibus, 

quibus est m <.n, quandoquidem ex modo allatis manifestum est, quomodo 
illi casus ad bos facillime reducuutur. Turn igitur ope nostrae substitutionis 
t ■= cos. (p -yV — 1 • sin. (p pervenitur ad banc formulam 




CM 

J t ' t”— 


t-”' 
ir^ > 


cuius ergo integrationem data opera instituamus. 


/ fif /-m 

EXISTENTE w < n 

10. Hie ante omnia cuncti factores trinomiales nostri denominatoris 
t" — 1~* indagari debebunt, quorum singuloirum forma ita exhiberi potest 
— 2 cos. 0 ) + ubi angulum ro ita definiri oportet, ut posito 

— 2 C08.0> + 0 

simnl ipse denominator evanescat; turn autem exinde coUi^tur 

t — cos. to 4- V — 1 * sim to, 


38 * 
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unde statim patet fore 


^“=cos.«ta + y — 1-Biii.wa) et i” = cos.wa) — V — l"Sm,»i(u, 

quamobrem noster denominator reducetur ad banc formam 2]/ — l-sin. «a), 
qni ergo Talor nihilo debet aequari. 


11. Cum igitur debeat esse sin. Ma) = 0, omnes valores, quos pro nco 
accipere licet, erunt Ojt, jt, 2?!, 3jt etc., unde ipsins anguli to valores 
eront ^ etc. et in genere ^ denotante i numerum integrum 

quemcunque. Hinc igitur pro omnibus factoribus nostri denominatoris viden- 
tur capi debere n horum valorum; verum manifestum est, quotcunque tales 
formulae — 2cos.to + ^''^ in se invicem multiplicentur, ultimum terminum 
nunquam prodire posse — 1~”. At vero hie meminisse oportet, quae circa 
buiusmodi int^frationes in genere sunt praecepta, scilicet talem factorem tri- 
nomialem ii — 2^ cos. to 4-1 casu, quo to = 0, non factorem quadratum 
(f — 1)*, sed tantum simplicem f — 1 innui, quod idem quoque evenit, si co = 7i; 
turn enim quoque non factor quadratus {t 4- 1)*, sed tantum simplex ^ + 1 
est sumendus; quare cum bi ipsi casus inter valores ipsius to occurrant, 
necesse est, ut numerus borum factorum unitate augeatur. Hie autem com- 
mode USU venit, ut isti casus ex valoribus to = 0 et m = n oriundi e medio 
tollantur. 


12. Cum igitur fractionem nostrum — — — in meras fractiones simpK- 

t •“ t 

ces resolvi oporteat, quarum denominatores sint — 2 cos. to 4- pro una- 
quaque barum fractionum statuamus 

^ I jt 

f t — 2eos. ' 

ubi B complectatur omnes reliquas fractiones, et nunc utrinque multiplicemus 
per t — 2 cos. to 4- nt prodeat 


2cos.(a4^^) 
p — f* 


= ^4- — 2 cos. to -f 


unde si iam ponamus t — 2 cos. to -\-t ’ = 0, quod fit sumendo 

# = cos.to 4-y — 1- sin. to, 
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hinc coUigitur numerator nostrae firactionis 

ff _ + 

Turn autem manifestum est in hac fractione, ad quam sumus deducti, hoc 
casif tarn numeratorem quam denominatorem in niTiilmn abire, unde iuxta 
regulam notissimam eorum loco sua scribamus differentialia, atque ista fractio 
induet hanc formam * nbi manifesto erit f — t~^ = 2y — l*sin.a>, 

at r 4- = 2 cos. to, ita ut nunc valor huius firactionis futurus sit 
008 .°^*° > 0.^^ ductus in f" — ^““=21/ — 1 • sin. w to dabit numeratorem nostrum 
quaesitum 

^ 2 sin. o sin. m m 

ncos.no 

Quia autem est sin. wto — 0, semper erit vel cos. wco = l vel eos.»a) = — 1, 
prouti statuendo in genere to == ^ numerus i fuerit vel par vel impar. 

13. Inventa igitur hac fractione 

2 sin. GJ sin . mo 1 

n cos. no t — 2 cos. o + ^ ^ 

Oi 

ea in y multiplicetur et integretur sicque ad istam pertingimus formulam 
integralem 

2 sm.G}SUi. mo Pdi 1 

ncos.nm J t t — 2 cob. a 

cuius quidem integratio nulla amplius laborat difficultate; perduceret enim 
ad arcum circuli, cuius tangens = ^ m > quantitas t iam 

est imagmaria, hinc parum lucraremur, quoniam necesse foret istum arcum 
imaginarium ad quantitates reales reducere, siquidem constat arcus ima^nar 
rios ad logarithmos reales reduci. 

14. Ut igitur hunc laborem evitemus, loco nostrae variabOis t ipsum 

angulum cp rursus in calculum revocemus, et quia iam vidimus ^se 
^ = — 1, turn vero # + « = 2cos. Msce valoribus snbstitutis formula 
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integranda erit 

sin.® sin. mo dq>y—l 
n cos. W(D cos. g) — cos. C 3 ^ 

quae formula per Y— 1 divisa praebet partem ipsius integralis quaesiti /S', ita 
ut sit S aggregatum omnium harum formularum 


sin. CO sin, 
n cos. « 


in. m® r < 
.nc3 J cos. 9 - 


isquidem angulo to successive omnes sues valores tribuamus; ubi per se 
mauifestum est in hac integratione angulum to esse constantem solumque 9 
variabilem. 


15. Ex coefficiente bnius formulae statim patet, quod iam supra innui- 
mus, ex valoribus ipsius to prime et extreme, scilicet to=f =0 et (0 = 71, partes 
integralis sponte e medio toUi, ita ut nunc sufficiat loco to successive sub- 
stitui bos valores ^, . . . Ubj recordandum, dum statuitur 

<lTioties i fuerit numerus par, fore cos. wto = -{- Ij sin autem sit i 
numerus impar, turn fore cos. «to = — 1 . Quibus observatis totum negotium 
reductum est ad integrationem huius formulae satis memorabilis C- — 

^ J COS. Op — cos.© 


16. Facile quidem foret istam formulam ad quantitates reales consuetas 
nevocare; iuterim tamen sequent! mode haec integratio facilius et elegantius 

rabsolvi potest. Ponamus enim brevitatis gratia — = ds et secundum 

calculum angulorum iam satis vulgatum novimus esse 


sicque haJbebimus 


Cl • m 4- w . (D — w 
COS. if — COS. ca = 2 sm. — ~ sin. 




dtp 


t/ C — - 

_ . © + g? . ©- — g? 

2 sin. — ~ sin. — 

sive 


1 


89 

. © 4- ® . © — © ^ 

Sin. — sin. 

2 2 


1 ) Editio princeps: 


. guaesiU 8, ita ut sit 

^ sin. c) sin, »»© P 
ncos. n© J c 


sin. c) sin , mta dtp 

n cos.' nm J cos. gp — cos. g> * 


A. L. 
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quae fractio, quia denominator duobus constat factoribus, commode resolvi 
potest iu duas fractiones huiusmodi 


a cos. 


ca + cp 


Sin. 


co-j-qp 


+ ■ 


^ COS. 


CO — qp 


sm. 


05 — qp 


ubi statim patet sumi debere = a’, turn enim summa harum fractionum 
prodit 

a siiuc) 


unde 


05 + qp . 00 — qp 

sm. sm. 


7 


Hinc autem erit 


« — /3 *=» 


1 

sin. (D 


ds- 


d(p COB. 




2 sin.(D 


sm. 


flp + qp 


+ 


€ (p COS. 


BID. 


m — gj 

~T" 


in quibus formulis numerator manifesto est differentiale denominatoris, unde 
concludimus fore 


s 


sm. 


®+9> 


sm. cj • ® — 9^ 

sm. 


17. Invento iam hoc mtegrali, in quo cardo totius investigationis versa- 
batur, quilibet factor denominatoiis in valorem integralem quaesitum S 
ductus suppeditat istam partem 

® + qp 

»cos. w© a—v’ 


ubi tantum opus est, ut loco ar^uli to successive omnes eius valores debiti 
substituantur; turn enim aggregatum omnium harum formularum praebebit 
verum valorem int^ralis 


18. Quo autem totum integrale succinctius repraesentare valeamus, po- 
namus brevitatis gratia — = 2a, ita ut valores ipsius eo futuri sint 2a, 4a, 
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6a, ... 2(« — l)a; turn vero sit g)=2'ip atque formulae iutegralis 


valor completus erit 


/ 


2dif sin. 
sin. 


8== 


sin.Sma 

n 


+ 

+ 


sin. 

n 

sin. 10 m a 

n 


sin. (a + ii) 

sin.4ma 

sin. {a — Tp) 

n 

sin. (3a + ^) 

sin. 8ma 

sin. (dcc — ii) 

n 

sin. (6a + 

sin. 12 ma 

sin. (5 a— 

n 

etc.. 



^sin. (2 a + ^) 
sin. (2u~ilf) 
^sin.(4a + ^) 
sin. (4 a — ip) 
^sin. (6a + ^) 
aiii.(6a — ip) 


donee horum membrorum numerus sit n — 1. Haec autem formula tantum 
valet, quando m <n; si enim fuerit m> n, iam ante ostendimus, cuiusmodi 
termini insuper debeant adiungi. 


19. Hie observandum est haee integralia ita esse sumta, ut evanescant 
posito 9 = 0, quoniam hoe casu omnes logarithmi ad unitatem referuntur. 
Deinde etiam evidens est, si angulus iff augeatur usque ad a, turn integrale 
iam in infinitum eierescere; unde patet hune angulum non ultra istum ter- 
minum augeri eonvenire. Verum etiam casus initio memoratus, qui ad banc 
formulam integralem ducit, non postulat, ut iste angulus ultra bunc termi- 
num augeatur, quamobrem operae pretium erit integrationem inventam ad 
bunc ipsum casum accommodare. 


PROBLEMA 

Valorem istius formidae integralis 


Cdx 
J xlx 


XP — X-P 


xlx 2 cos. 0 + a;~” 
a fermino a; = 0 ad a; = 1 ext&rmm fper expressionem 


asstgnare. 


SOLIJTIO 

20. Quoniam istum valorem quaesitum feduxi ad banc formulam inte- 
gralem 
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n Bm. 


— r 

\m.6j 


dp sin.— 
n 

. ^ 
sin.— 


primum tenendum est eum finite exprimi non posse, nisi angnlus d ad jr 
habeat rationem rationalem. Ponamns ergo banc rationem esse 6:n = fi:v, 
ita ut et y sint numeii integri, qnamobrem pro formula ante tractata sta- 
tuamus m==/j, et « = y, unde fiet angulus v(p = ^. Ponamus hie brevitatis 
gratia = ut habeamus (p = ~t et valor, quern quaerimus, ob 'p = n r 
erit 

% r dr Bin. dr^ 
sin. Oj sin. %r ’ 


quare, cum bine fiat (p 




S- 


t/ 


^dr sin. 


ft-Trr 


sin. %r 


vS 

sicque valor, quern hie quaerimus, erit ita ut tantum opus sit valorem 
ipsius S pro hoc casu evolvere. 


21. Consideremus nunc primum valorem ipsius co, qui erat to = -^ = - 7 . 
qui pro S produxit partem integralem 

1 • 

neos.wca ® — 9 
sm. 2 

erit hie mm ^^ = 6 et cos. nm == — 1 : turn vero 

CO + y = et to — 9 ) = — (1 — r). 

Primum igitur hie sumi debet angnlus quern brevitatis gratia ponamus 
= ut sit et prima pars nostrae formulae 8 erit 

» , Bin.e(l +r) 

V sin.^(l — rY 


S9 


IdBoiTBASDi EuLfisi Opera omnia I is CommentaMones analjtieae 
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sequentes antem partes erunt 

, siii.(>( 2 +r ) sin. 3 g ^ sin. p (3 + r) 

V sin.9(2 — r) v sin.(»(S — r) ’ 

quae partes ductae in praebent ipsum valorem, quern nostrum problema 
postulat, qui ergo erit 

sin. 6 ^ sin. ()(l + r) sin. 20 ^ sin, p (2 -f r) 

sin.0 *'sin.p(l— r) sin.0 sin. 9(2 — r) 

sin. 3 0 ^ sin. 9(3 + r) - sin. 40 ^ sin.9(4 + r) 

‘ sin .0 * smi9(3— r) sm .0 sin.9(4 — r) 

etc.; 

quae membra eousque continuari debent, donee eorum numerus fiat v — 1, 
ubi pro nostro 'problemate tantum notetur esse ^ et ? = ^ existente 
din^ ft: y sive d = ^, ita ut ft sit numerus integer. Cum igitur in for- 
mula proposita exponens p necessario minor sit quam n, erit r unitate 
minor ideoque omnes istae formtdae finitae. 

22. Forma igitur generalis omnium partium,' ex quibus hoc integrate 
Constat, est 

sin. i0 ^ sin. 9 (» + r) 

— sin. 0 sin. 9 (i — r) ’ 

ubi signum superius + valet, qnoties i fuerit numerus impar, inferius vero 
— , si par. Pro ultima igitur harum partium erit i = v — 1. Ubi probe 
notetur, si sumeremus i—v, partem Mnc resultantem sponte esse evanitu- 
ram, propterea quod ‘f'9 ambo sinus post logarithmum 

inter se aequales, ita. ut perinde sit, sive membrorum numerus statuatur 
— y — 1 sive =■ v. 

23. Consideremus nunc ultimuin membrum nostri valoris integralis su- 
mendo i = v — 1, unde fiet sin. (>' — l)d == sin.()f;r — ^), qui erit == sin. si 
ft fuerit mimeirus impar; sin autem fuerit numerus par, is erit = — stti.^. 
Turn vero erit 
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ideoque 

sin. — 1 + r) =» sin. — ^(1 — »■))== cos. ^ (1 — r). 

Simili modo pro denominatore erit 

sin. ^(i — r) = sin. — ^(1 -f- rjj = cos. 9 (1 H- 

ita nt in ultimo membro cosious eonmdem angolomm oecurrant, quorum 
sinus occurrunt in primo membro, quae permutatio etiam reperietur in 
membro penultimo et secundo, turn vero etiam iu antepenultimo et tertio, 
unde bina huiusmodi membra in unum coniungi poterunt. 

24. Hie autem quatuor casus examinari conTenit, prouti ambo numeri 
fj. eb V fuerint numeri vel pares yel impares. 

Sint igitur prime ambo pares, unde coefficiens ultimi membri erit 
— ^ = ideoqne totnm membrum ultimum == — 

sm. u sm. & * Bin. 6 cos. ^ (1 r) 

quamobrem primnm membrum cum ultimo coniunctum dabit 

sin. 0 ^siii.e(l+r} cos.e(l + 0 sin. 0 ^ sin. 2 q {1 -f r) 

sin.^ sin. 9 (l — r) cos.^(l — r) sin.0 sm.2e(l— r) 

Simili modo secundum membrum et penultimum coalescent in 

sin. 26 sin. 2 e (2 + . 

sin. 6 sin. 2 q (2 — r) ^ 

turn varo etiam membrum teridum cum antepenultimo dabit 

em,Z0 ^ sin. 2^(3 + r) 

.mmfi sin. 2^(3— r) 

Sicque de ceteris, ita ut boc modo numerus membrorum ad semissem redu- 
catur. 

25. Maneat nunc r numerus par, sit vero numerus impar eritque 

coefficiens ultimi membri quod ergo cum primo coniunctum dabit 

sin. 6 ^ sin. (1 + r ) eos. p (1 — r) _ sin. 0 ^ tang, p (1 + r) 
sin.d sin.p(l— r) cos.p(l+r). gin.0 tang.p(l--r) 
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Eodem modo membrum secundTim cum penultimo contrabetur in banc formam 

sin. 2 g j tang, p (2 + y) . 
sin. 0 tang, p (2 — r)’ 

at tertium membrum cum antepenultimo coniunctum dabit 

sin. 30 ^ tang. ()(3 + r) 
sin. 6 tang. (3 — r) 


26. Sit nunc r numeras impar, at /u, numerus par et ob priorem con- 
ditionem coefficiens ultimi termini erit — — , qui ob ju numerum 
parem fiet ideoque uti in casu secundo, imde etiam primum membrum 
cum ultimo iunctum dabit 

sin. 0 ^ tang, p (l + r) , 
sin. 0 tang, g (1 — r) ’ 

secundum vero cum penultimo iunctum 

sin. 20^ tang, p (2 + r) , 
sin. 0 tang, p (2 — r) ’ 

turn vero etiam tertium cum antepenultimo iunctum dat 

sin. 30^ tang, p (3 + r) 
sin. 0 tang, p (3 — r) 


27. Sint denique ambo numeri ju et r impares atque evidens est bunc 
casum ad primum esse rediturum ideoque primum et ultimum membrum 
eontrabi in 

sin. 0 ^8in.2p(l q-r) 
sin.0 sia.2p(l — r)’ 

secundum et penultimum in 

sm. 20^ sin. 2 p (2 + r) 
sin.0 sin. 2p(2 — r)’ 

tertium et antepenultimum in 
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Unde patet hos quatuor casus ad duos reduci posse, prouti ambo numeri 
fi et v fuerint vel eiusdem indolis, scilicet ambo vel pares vel impares, vel 
diTersae indolis, alter par, alter impar. Priore casu eadem contractio locum 
habebit, quam casu primo dedimus, posteriore vero, quam pro secundo dedimus. 

28. Ex his intelligitur, si numerus v fuerit impar ideoque numerus 
membrorum primum inventorum v — 1 par, turn omnia ilia membra contraM 
in numerum duplo minorem, scilicet — At vero si v fuerit numerus par, 
db V — 1 imparem facta ilia contractione remanebit unum membrum medium 
respondens valori « = y , pro quo iste reperietur logarithmus 

sin. q {j—f) sin. (-J - gr) 

= COS. (x + » evidens est hoc casu haberi 

Ztang.(-|+ er); 

4- 

ubi aigmiTn superius valebit, si y fuerit impar, inferius vero, si par. Est vero 
sin.y^ = sin.^, unde patet, si fuerit fi numerus par, hoc membrum penitus 
o medio tolh; sin antem fi fuerit numerus impar, turn sin.^ erit vel + 1 
vel — 1. Ista ambiguitas autem iam ante est sublata. 

His notatis sequentia exempla simpliciora percurramus; ubi notasse 
iuvabit numerum fi semper minorem esse debere quam v neque tamen sumi 
posse fi = 0. 

29. Quo autem evolutionem casuum speciaJium faciliorem reddamus, 
denotet S formulam fllam int^ralem, cuius valorem hactenus per partes 
evolvimus, ita ut sit 

turn igitur duos casus distingui convenmf^ prouia ambo numeri ft etv fuerint 
eiusdem vel diversae indolis. 


Qxua igitur est sin. — 

coefficiens autem erit 
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I. Sint fi et V einsdem indplis eritque 

„ sin. 0 ,sin. 2(>(1 4- »■) sin. 20 . sm.2p(2 + r) 

sin.0 sin.2()(l— r) sin.0 sin.2p(2 — r) 

. sin. 30 ^sin.2p(3 4->') sin. 40 ^ sin. 2 p (4 + »*) 

‘ sin.0 sin.2()(3 — r) sin.0 sin. 2 p (4 — r) 

etc., . 

quas formulas non ultra multitudinem continuari necesse est; neque 

enim Me terminus medius locum habet; si enim fuerit v numerus par, erit 
etiam n par ideoque termini medii coefficiens evanescit. 

n. Sint numeri fi et v diversae indolis vidimusque fore 

^ sin.0 ^tang. (>(1 + r) sin. 20 ^tang. (>(2 + r) 

sin. 0 tang. q(1 — r) sin. 0 tarig. (> (2 — r) 

, sin.30 ^tang.(>(3 +»") sm.40 ^tang.(>(4 + r) 

sin.0 tang.()(3— r) sin.0 tang. (>(4 — r) 

etc., 

quos terminos non ultra multitudinem continuari oportet. Hie autem, 
quoties v numerus par ideoque fi impar, occurret terminus medius, qui nunc 
ultimum locum occupabit eritque 

± 5 ^ + ?’■)’ 

ubi signorum ambiguitas sequitur altemationem signorum. Oeterum hie ubique 
recordandum est esse o*=-^ et $ = ^- 


EXEMPLUM 1 QUO r = 2 


30. Hie igitur erit ^ ^ = 45®, at numerus necessario est = 1. Quia 

^tur — ^ — ~Y’ solus terminus, quern medium yocamus, occurrit, ita 

ut nunc habeamus 

17= Z tang.|(l + r) = ? tang. 45® (1 -i- r) , 
qui valor spoBte ex forma general! deducitur, cum sit 


dr siiL- 


SI] 

r- 

Sin. 
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est vero sid. nr = 2 sin. cos. , nnde fit 


a f* cr 

T / ^ 

cos. — 


Quodsi iam ponamus ob = erit 




Bestitnto ergo pro (p valore assmnto erit S—l tang. 45® (1 -f- r), nti invenimus. 


EXEMPLUM 2 QUO v^S 

31. Hie ergo erit ^ = -|- = 30®, et qtda = 1, integrale nostrum unico 
constant termino. Nunc autem numerus /j, duos valores habere potest, 1 et 2. 
Sit prime fi = l hineque 6 = ^ = 60®; et quia ambo numeri sunt impares, ex 
casu prime colligimus 

, 8in.60®(l+r) 
sm.60®(l — y) 


At si fuerit [1 = 2 ideoque d==120®, quia numeri [i v habent disparia 
signa, ex casu secundo habebimus 

^ . tajig.30®(l+r) 

" tang.30®(l— r)’ 

* EXEMPLUM 3 QUO j/ = 4 

32. Hie ergo erit 9 = -|- = 22y®, et quia ^^-^ = 1^, integrale unico 
tantum membro integro constabit, nisi forte terminus me<hus accedat, quem- 
admodum singulis casibus pro [i assumtis videbimus. 


1®. Sit ^tur ^=f 1; erit d = 45® et 2^ = 90®. Hinc ergo oh numeros 
[I et V dispares ex casu secundo habebimus 


2=1 


tang.22-^®(l>f r) 
tang.22i®<l— y) 


-y2.Ztang.22i^®(2-|- 


0. 
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2®. Sit = 2 eritque d = 90® et 2(9 = 180®. Hinc ex casu prime nan- 
ciscimtir 

y, j sin. 45°(l+r) 

sin. 45® (1 — r) 

Cum autem sit sin. 45® (1 — r) == cos. 45® (1 •+ r), evidens est fore 

S=l tang. 45® (1 + r), 

quia casus utique convenit cum rations fi ir = 1:2. 

3®. At si ^ == 3 ideoque d = 135® et 2^ = 270®, cuius anguli sinus est 
— 1, ob signa disparia habebimus ex casu secundo 

^ . i taog. 22 i- (2 + r). 

EXEMPLUM 4 QUO r = 5 

33. Hie ergo erit ^ = 18®, et quia = 2, integralia ex duobus membris 
integris constabunt, quia terminus medius, quern quasi dimidium spectamus, 
bic non occurrit. 

1*. Sit ^ = 1 eritque 6 = 36® et 26 = 72®; hinc ob ambo signa eadem 
(5a8us primus nobis dat 

y, _ , sin. 36®(1 + r) sin. 72® , sin. 36® (2 + r) 
sin.36®(l— r) sin. 36® sin.36®(2 — r) 

% 

2®. Sit fi = 2 eritque ^ = 72® ideoque sin. 20 = sin. 36®; unde ob signa 
disparia casRS secundus dat 

I sin. 36® , tang. 18® (2 + r) 

tang. 18® (1 — r) sini72® tang. 18® (2— r)' 

St (it = 3 ideoque 0=108® sive 8in.0=sin.72® et sin. 2 0 = — sin. 36®; 
unde ob rigna paria casus primus dat 

y sin.36®(l -f f) sin. 36® , sin. 36®(2 + r) 

** sin. 36®(1 — r) ' sin. 72® ^ sin. 36®(2 — r) ’ 
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4*. Sit deniqtie ^-=4 et ^=144® hincque siii.^*=sm.36® et siD.2d=— sin.72®: 
unde ot) signa disparia casus secundus praebet 

„ , tang. 18®(1 +r) sin. 72® ^tang. 18®(2 + f) 

tang. 18® (1 —r) ‘ sin.36® tang. 18®(2 — r) 


EXEMPLTJM 5 QUO j' = 6 

34. Hie igitur est 9 = ^ = 15®, et quia = integralia duobus 
membris integris constabunt, quibus accedere potet terminus medius sive 
membrum, dimidium, quando scilicet fi est numerus impar. 

1®. Sit ft = V, erit ^ = ^ = 30®, bine sin. ^==Y, sin. 2^=^ et 
sin. 30 = 1 ; quare ob signa disparia secundus casus nobis suppeditat 


.p T taDg.l5®(l+r) j tang.l5°(2-f r) 

tang. 15®(l— r) tang. 15®(2 — r) 


+ 2 Z tang. 15® (3 + r). 


2 ®. Sit /x = 2 ideoque 0 = 60®, unde fit sin. 0 = ^^, sin. 20 = ^ et 
sin. 30 = 0 ; unde ob signa paria ex casu prinao colligimus 


, sin. 30® (1 + r) , sin. 30® (2 + r) 

sin.30®(l— r) sin. 30®(2— r) ’ 

quae expressio perfects aequalis prodiit ei, quam supra invenimus pro casu 
r = 3 et ^ = 1. 


3®. Sit fi = Z ideoque 0 = 90®, bine sin. 0 = 1 , sin. 20=0 et sin. 30 = — 1; 
unde ob signa disparia casus secundus nobis praebet 


sive 


,tang.l5®(l +r) 
^~*taHg.l6«(l-r) 


-f * — I tang. 15® (3 + r) 


. tang.l5®(l+r) 

tang. 15® (1 — r) tang. 15® (3 + r) ’ 


quae expressio aequalis esse debet ei, quae in primo exemplo prodiit, quia 
utroque casu est ;«:?' = 1 : 2 . 


L«oifiiAi?Di Eulehi Opera omnia I is Commentationes amaly ticae 
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4®. Sit = A ideoque ^ = 120®, hinc sin, ^ = sin. 25 = — 
sin. 35 = 0; unde ob signa paria casus primus praebet 

^ , sin. 30®(l -t-r) . , sin. 30® (2 + r) 

^ “ sin. 30®(1 -r) ^ sin. 30®(2 — r) ’ 


quae convenire debet cum superiore pro casu, quo : y = 2 : 3. 

5®. Sit fi = b ideoque 5 = 150®, ergo sin. 5 = y, sin. 25 = — 
sin, 35 = 1; unde ob signa* disparia secundus casus nobis dat 


, tang.l5°(l+r) 
tang. 15® (1 —r) 


ya , tang.l5®(2 + r) 
^ang.l5»(2-r) 


+ 2 Z tang. 15® (3 + r) . 


EXEMPIiUM 6 QTJO v = oo 


35. Quia igitur ftactio ut evanescens spectator, ponamus ^ = 1 
sicque angulus 6r prae nr evanescet; unde cum loco sinuum angulorum 5 
et dr ipsos angulos ponere liceat, erit noster valor 


^nf-^ 

. J sin. 


rdr 
jtr 


Deinde quia etiam angulus p = -^ in nihilum abit, loco omnium sinuum in 
expressione pro 2 inventa occurrentium ipsos angulos scribere licebit, quo 
observato valor quantitatis S sequent! mode exprimetur 


! 4+1 _ 2i 1^ - 4i ^ + etc. ■) 


l~r 




4 — r 


l) Haec quidem series divergens est, sed fornmla ab Eulero in § 37 data hoc modo 
demonstrari potest. 

Ponendo ft = 1 , v = 2 n -f- 1 , ita nt sit 


ex casu pruno nanciscimur 




2ti -j- 1 ’ 


= io~ Mn.(? + r)e 


a 7=1 


quae expressio, si ponamus 


tang. r6 
tang. ’ 
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36. Singuli M logarithmi commode in series resolvi possunt. Cum enim 
forma generalis omnium terminorum sit ilj^, turn vero per notam reso- 
lutionem sit 


,i+r 2r® 2r®, 

i — r i ' 3i® ‘ ‘ 


2r^ 

7%’’ 


4- etc., 


erit totum membrum 




quamobrem singulis partibus boc modo evolutis fiet 


hanc mduet fonnam 


^ sm. B ^ 1— Xi 


Cmn autem sit r<l et»0<Y) ®rit Xj pro 1, 2, . . . n numerus positdvns nnitate minor, 
quamobrem hie scribere licet 


log- (l + T + i + T ■ 


Hoc modo ponendo 


habebimus 

ubi, cinn sit 
erit 


ly ic/* cos.i 9=-Si 

ia=l 

■^-2^(^ + f». + 4*. + YS. + -). 

x^+^<,Xj, cos.(j'-f 1)0<COS.J0, Xi<r, 
Sf>0 et 

Ex his perspicitur numero n ad infinitum crescente fore 

r 

Um 2;= 2r (lim No+ + ‘ 


Quae est Eijlbri formula, quia pro i>0 manifestum est fore 

lim pi + pi "" Pi H 

1 (— l)"“‘co8.^w + i) 9 


et ponendo i — 0 habemus 


Sr 


0 2 


2eos.y 


siye, cum sit 0 • 


2w + l’ 


Sr 


0 2 


A. L 


40 ^ 
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2r 


= -j_ 1 -|- 






+ 1 + 


rr 


— 1 — 


rr 

3-16 


r* r® 

“ '5 • 4 * 

+ ■^^ + 7 : 9 ^ + 

r* r® 

” 6 - 16* ~ Tie » “ 
etc. 


r« 

9 • 

9-9* 


916 ^ 


“1“ etc. 

— etc. 
— f- etc. 

— etc. 


37- Quodsi iam istas series secundum columnas verticales disponamus, 
quia prima columna dat 

1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + etc. =4-, 
prodibit haec expressio 

+ y ~ i ~ ^ 

+ y (1 - + ^ - jls + ^, - etc.) 

etc. 

Quoniam igitnr harum serierum omnium summae sunt cognitae, bine per 
approximationem eo facilius valor litterae S definiri poterit, quia littera r 
semper denotat fractionem unitate minorem. 


38. Quodsi ergo in subsidium vocemus ea, quae olim*) circa summas 
harum potestatum erueram, atque iisdem denominationibus utamur ponendo 

1) Vide EolKbi Commentatioiies 41 et 61 (indicis Enestroemiaot): De summis serierum 
recxgromnm. Comment, acad. sc. Petrop. 7 (1734/5), 1740, p. 123, et De summis serierum 
remj^roearwm ex potesta^bus numerorum naiuralium ortarum dissertatio altera: in qua eaedem sum- 
moMones ex fonte maxime diverse derivantur, Miscellanea Berolin. 7, 1743, p. 172; Leonmardi 
Euzeri Opera omnia/ series I, toI. 14. Vide etiam N. Bernottlli, Inquisitio m sumimdm seriei 

T+T + T + i6 + w + 36 
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^^*“l + T + T + ^ + -^ + etc-’ 

J?7i* = 1 + -^ + -^ + ^ + ^ + etc., 

CV = 1 + -^ + -^ + ^ + ^+etc. 
etc., 

quoniam hinc facile sumraae derivantiir, qaando terrainorum signa alternan- 
tur, habebitur 

^ = | + |(l--|)^^7rrr + |-(l-|)^7rV + l(l-^)c'^V+etc. 
Ubi meminisse couvenit esse 


4 = i. JR — ~ 
^ 6 " 90^ 


9450^ 


93555 


Horum autem valorum ratio iam saepius abunde est exposita. 


Comment, acad. sc. Petrop. 10 (1738), 1747, p. 19, nec non epistolas a N. Bernoulli d. 13. Inlii 
et 24. Octobris 1742 ad Exjlerum scriptas, Corre^ndance ma&t, et ph^s. puhJiee par P. JS, Fuss, 
St.-Petersbourg 1843, t. II, p. 681 et 690; Leonrardi Fuleri Opera omnia^ series HE. Tide prae- 
terea Euleri Introductionem m andlysin infinitorum, Lansannae 1748, t. I cap. X; LsoifSARDr 
Fuleri Opef*a omnia, series I, voL 8. A. L. 



EYOLUTIO rORMULAE INTEGRALIS 

A TERMING ®-0 USQUE AD ^-i EXTENSAE 

Conventui exHbita die 29. Eebruarii 1776 

Commentatio 629 indicis Enestroemiani 
Nova acta aeademiae scientiarnm Petropolitanae 4 (1786), 1789, p. 3 — 16 
Summarium ibidem p. 109—110 


STJMMARIXJM 

Dans un memaire intitule Observationes de j^ogressionibus }iarmonicis^\ qui se trouve 
dans le 7® volume des Commentaires de TAcademie pour les annees 1734 et 1735, feu 
M. Euler avoit deja fait des recherches sur la somme de la progression barmonique 

Tavoit trouvee == Z(i -j- 1) -j- (7, i etant un nombre 

infiniment gi*and et (7 = 0,57721 une constante introduite par Tintegration, et qui exprime 
par consequent la difference entre la somme de la serie 
et loo, 

M. Euler a pousse plus loin eette recherclie dans la suite, dans son ouvrage InsU- 
iutioms Calculi Di/fermtialis^)j ot Ton trouve, dans le 6® cbapitre de la seconde section, qui 
traite De summaiione progressionum per series infinitaSy le calcul de la constante C pousse 
jusqu’a 16 decimales, sayoir (7 = 0,5772156649015325.^) (Inst Calc, Diff.) 


1) Voir la note 2 p. 319. A. L. 

2) L. Euleri InsUtutiones calculi differentialis , 'Petroj^oli 1755; Leonmamdi Euleri Opera 
omnia, series I, vol. 10, p. 339. A. L. 

3) Voir la note 3 p. 319. 


A. L 
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Ce nombre C, trouve par approximatioii, aToit para a M. Euler assez remarq[uable 
pour Tengager a en faire le sujet d’un memoire pins recent^), insere da^ le second Yolmne 
des Actes de rAcademie^ ponr Fan nee 1781^ oil notre Geometre ^ tache de rMnire ce 
nombre a nne expression connne. II y a donne ponr cet eiBFet plnsienrs series assez con- 
Yergentes et regnlieres dont ce nombre C est la somme, et entre antres il y a demontre 
qne G est la Yalenr de Tintegrale dx ? prise depnis ^ 0 jnsqn a x — 1, 

Or n’ayant pn renssir, dans le memoire mentionne, a rednire ce nombre C a nne qnantite 
transcendante deja connne, son bnt est d’ examiner ici, si la resolution de cette formnle 
integrale ne menera pas a qnelqne resnltat pins satisfaisant. 

11 essay e premierement la Yoye des Quadratures, en considerant nne li^e courbe 
dont Tabscisse est x et rordonnee y = - - - - - 4“ • H en examine la figure singnliere, ce 

qni, qnoiqn^il ne contribne rien a la connoissance plus parfaite dn nombre C represente par 
nn espace determine de cette courbe, n’est pas ponrtant destitne de tout interet. 

L'Antenr essay e, apres cet eiamen, plnsieufs transformations en series, qni, quoiqne 
tres-instractiYes et neuYes en partie, condnisent a des series ni de forme connne ni assez 
conYergentes pour qn’on plit en tirer qnelqne avantage ponr la connoissance pins parfaite 
du nombre en question. 


!• Ista formula integralis eo magis est notatu digna, quod eius valorem 
ostendi conveuire cum eo, quern praebet ista expressio 

si numerus n sumatur infinite magnus, et quern per approximationem olim^) 
inveni esse =0,5772156649015^5^, cuius valorem nullo adbuc modo ad 


1) Voir la note p. 326. A. L. 

2) Vide L. Exjleri Cbmmentationeni 43 (indicis ExESTROEMiAisn) : De jprogresswnihus Jiarmo- 
mds c^s&vatiomSj Commment. acad. sc. Petr op. 7 (1734/5), 1740, p. 150; Leonhardi Euleri 
O par 0 mmda, series I, yoL 14. Vide porro L. Euleei InetMiomim cdlcuU integralis yoL 1, Pefero- 
poli 1768, sectio 1, cap. IV; Leo^mardi Euleri Opera ormua^ series I, yoL 11, p. 122. Imprimis 
autem tide L. MascheroxH Adnofaiioms ad ealadum inirgralem Eulert, Tieiiii 1790/2; Leonrardi 
Muleri Opera emma, series I, vol. 12, p. 423 et 502. A. L. 

3) Secundum calcnlos recentiores ultima figura deeimalis 5 mutanda est in 9; tide 

MARRi Erleri Opera omnia ^ series I, yoL 11, notam p. 339, atque imprimis Yol. 12, notam 2 
p. 431. A. L. - 
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mensuras transceadentes iam cognitas redigere potui; unde hand inutile erit 
resolutionem huius formulae propositae pluribus modis tentare. Ac prime 
quidem, qiioniain duabus constat partibus 

et fl^, 

«/ 1 — PO %/ 

manifestum est prioris partis valorem — Z (1 — x) posito x — 1 fore — Z 0 
ideoque = oo; turn vero etiam facile perspicitur posterioris partis valorem 
quoque esse infinitum, sed signo contrario affectum, ita ut baud difficulter 
inteUigatur a^regatum earum partium finitum habere valorem. 


EVOLUTIO PEIMA GEOMETEICA 

2. Prime igitur hanc formulam per quadraturas exhibeamus considerando 
lineatn curvam, cuius abscissae x respondeat applicata 

1 j 1 . 

^ 1 — a: Za; ’ 

tmn vero eius area J'ydx abscissae x insistens ipsum valorem quaesitum re- 
praesentabit, quamobrem formam huius curvae accuratius perpendamus. Ac 
prime quidem evidens est hanc curvam neutiquam in regionem abscissarum 
negativarum porrigi, sed a termino a:=0 incipere. Posito autem a; = 0 manifesto 
fit y = l ob Za; = oo; at existente x infinite parvo fiet y = 1 x ubi 

facile perspicitur postremum membrum ^ esse negativum et quasi infinities 

mains quam x, ita ut fiat y = l — ix 
existente i numero maximo; unde patet, 
si curvam ad axem AO referamus in 
eoque abscissas x a puncto A capiamus, 
in ipso puncto A applicatam fore AC=1 
et curvam in C hanc applicatam AC 
tangere, propterea quod decrementum 
applicatae infinities superat incrementum 
abscissae. Curva igitur originem ducet 
ab ipso puncto G hineque continue pro- 
pius ad axem inflectetur, quern tandem 
in distantia infinita attinget. Posito eniTn fl5==<x> fit 
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ubi notetur prius membrum ^ prae altero evanescere, ita ut iste valor sit 
positivus, unde patet banc curvam a puncto C ad axem. continue propius 
esse accessuram. 


3. Consideremus nunc abscissam AB = 1, ubi sumto x=l fit = J , 

unde nihil plane concludere liceret; hanc ob causam statuamus a:==l — co, 
11 ^ 
ut flat y = — + • ; ( 1 1(1 — m) in seriem evolvendo fiet 



1 

<D + -^to* + -|co®+ etc. 


1 1 


Fiat nunc co = 0 ac manifestum est applicatam in puncto B fore BB — ^, 

A 

cum esset AO=l et AB = 1. Hinc simul patet sumto o? minimo, scilicet 
Bb = CO, fore applicatam in hoc puncto 


hd = 


1 I 1 

2 + 3°^ 

1 + 1® 


1 . 1 

CO 

2 “ 12 


sicque elementum curvae Bd ad axem inclinatur sub angulo, cuius tangens 
est qui est propemodum 4® 46'. 


4. Sumamus nunc abscissam AB = y eique respondebit applicata 
BJF =2 — ^ = 0,557 propemodum atque hinc iam proximo aream ABGB col- 
ligere licet. Namque si OF esset linea recta, foret area ACFE= 0,889; 
quia autem versus axem incurvatur, haec area erit aliquanto minor. Pro 
altera parte, quia FB minus incurvatur, erit area BBFE aliquantillum 
minor quam yBE{BB A- FF) = 0,20ii propemodum, unde tota area ACBB 
certe minor erit quam 0,653, id quod iam satis convenit cum veritate, 
quandoquidem haec area esse debet 0,577. A.t si abscissam AB = 1 in plures 
partes dividere et areas singulis partibus respondentes indagare vellemus, 
earum summa eo propius ad valorem cognitum accessura foret, quo plures 
partes fuerint constitutae. Quia autem de vero valore huius formulae iam 
certi sumus, talis labor frustra susciperetur, sed hie sufficiat formam huius 
curvae prorsus singularis, quippe quae in puncto C subito incipit, expendisse. 


Leoxhardi Ecjleri Opera omnia I is Commentationes analyticae 


41 
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[ 6-6 


EVOLUTIO SECUNDA 


5. Evolvamus nunc Za; in seriem, et quia est a; = 1 — (1 — x), erit 
= — — — — — — etc. ; 

et quia est 

1 ,_i lx-\-i—x 

' ^’^l—x'lx il—x)lx’ 

istam seriem tantum in numeratore loco lx scribamus prodibitque 


atque Mnc 




- 1 (1 - a;)* - i (1 - aj)» - j (1 - xf - etc. 
(1 — x) lx 

- 1 (1 - a:) - i (1 - a.)* - i (1 - a:)* - etc. _ 
lx ’ 


bine igitur per partes integrando valor quaesitus erit 



1 r{l-x)dx 1 U(l-a:)>aa: 1 /*(l-a;)»aa: ^ 

2j lx 3J lx 4:J U 


quae formulae singulae facile ad formulam illam generalem reducuntur, qua 
ostendi esse 


Hinc enim statim erit 



dx’~l 


n + i’ ^ 



1 — x)dx 
lx 



et quia est (1 — a;)* = 1 — a; — (a; — a:£c), erit 


(1 — a;)*aa: ,1 ,2 ,1-3 

lx “S 


*} Hoc integrale duplici modo ab UL buius dissertatioiiis Auctore fuit inventuni in 
Tomo XIX NoTorum Commentariorum, p. 70 et 79. *) 


1) SciEcet in Commentatione 464 (indicis Embsteoemiani): Nova rndhidus guanUtates inte- 
greOes determimndi, Novi comment, acad. sc. Petrop. 19 (1774), 1776, p. 66; Lkoneardi 
Eulsri Opera omma, series I, vol. 17, p. 421. Vide etiam Commentationem 587 buius voluminis, 
imprimis § 9. A. L. 



6-7] 


A Ti!BME?0 !t=>0 trSQtJE AD a;=l EXTENSAE 


323 


Simili modo facile patebit fore 


/a 
/ 


—oifdx ^ 1-3* 


(1 


/ 


lx 

(1 —xydx 
lx 

-xfZx 


lx 


= Z 


I 


2».4 ’ 
1-36-5 
2 *. 4 * ’ 

l-3“.5® 
2®-4“-6 ’ 


xfZx ,l-3^-5‘®-7 


lx 


I 


2«.4®‘’.6» 


etc. 


6. li Us igitar valor nostrae formulae fydx per seriem logarithmica 
prorsus singularem sequenti modo exprimetur 


.m 


fy^ 


'x ■■ 


— Z2 + — Z— 

2 3 ^.3+T^r:^ 




~ 7 1.3«-5i®-7 ^ 


2* -4^ 1 ,2®.4“-6 

5 6 ^1.3^“. 5® 


■3« 


Ubi probe notaudum est omnes logariUanos cap! debere hyperboUcos; ftdle 
aatem mtettgitur termiuos hums seriei continuo prodire miuores ueque 

tameu hauc senem tautopere couvergere, ut ex ea valor quaesitns commode 
computan possit. 


ETOLUTIO TERTIA 

7. Utamur eadem resolutione logarithmi a: in seriem iTifiTn-t.g.T n ac no 
namus brevitatis gratia 1 — a; = Z, ut sit ^ 


eritque 


-1 


lam fiadionem ^ 

tern, quae sit ^+¥*+t“+**®- 


convertamus more solito in seriem recurren- 


41 * 


'^ + + + sf + -I- etc^ 
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ubi coefficientes a, A r> ^ e^c. ita erunt comparati, ut sit 


« + Y==0, 


j' + |-^ + i« + 7-0. 
iJ+4-)'+|-/*+'r“+T“® 


hincque cc ■■ 


1 

2 ’ 
1 

12 ’ 

1 

24’ 

19 

720 


etc. 


etc., 


unde banc seriem tamquam cognitam spectare licet. 

8. Hoc igitur valore substitute erit 

— L — a — — ytt — Sf — — etc., 

lx t 

quare, cum sit j-~==y> erit 

y = — (X — 13 1 — ytt ~~ d — B ~~ etc. 

sivG 

y^ — a — ^(l — x) — y{l — xy — S(l — xy — etc. 

Cum nunc in genere sit 

r. /. {i-xy+^ 1 (1— ir)"+‘ 

fex(i-x) =C' irFi“’ 

posito x = l, quemadmodum assumsimus, erit 


Hinc igitur aiu gnlia integralibus collectis reperietur 


fydx 


a y S e 


etc.,^) 


1) Editio prmeeps; 


? X_A_±_etc 
* T T 4 6 6 


unde per vdlores ante evolwtos fiet 




1 . 1 . 1 . 19 


36 ‘ 96 ' 3600 


+ etc. 


[7-8 


Correxit A. L. 
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unde per valores ante evolntos fiet 

r ^Jdx = — 4- — 4- — 4- 4- etc., 

2~24~72~ 2880 ^ " 

quae series utique parum est convergens. 


EYGLUTIO QUIETA 

9. Cum habeamus y = > quemadmodum ante partem lx in 

seriem infinitam resolvimus, ita nunc vicissim ipsam quantitatem in seriem 
per logaiitbmos ipsius x procedentem evolvamus. Quia enim est x — e'% exit 

x — l-\-lx-\-— (lx)* -j- — (lx)* + — (lx)* + etc., 

ubi loco lx brevitatis ergo scribamus u, atque banc seriem tantum in nume- 
ratorem introducamus, ut fiat 


sive 


ideoque 

fydx 


y = 


1 1 s 

-2““— 6“ - 


1 4 1 5 

-24^ * 


-etc. 


u(l—x) 




1 1 1 3 1 4 X 

-• 2“— 6““~24“ -iio“ -^*e. 

1 —X 


1 Cdxix 1 rdx(ixy 1 rdx(ix)* i rdx(ix)* 

jJ l—x ej 1 —x 24J 1 —x 120 J 1 —x 


10. Cum nunc in genere, sumto scilicet integrali ab x = 0 ad x = l, sit 
y5a:(Za:)’* = + 1*2"3 -d-S ••• 

ubi signum + valet, quando n est numerus par, contra vero signum — , erit 

. 1-2-3-4-6 •••1 


porro 


y* i^'~'*dx((ixf 


n 


li+i 


ubi aignnm 4 - valet, si X fuerit numerus par, inferius vero, si impar. ffinc 
igitur sing nlaa nostuas formulas per series integremus, dum loco seriem 
scribimus 


l-\-x-\-xx-\-a?-\-o^-\-<i^ + ete-r 
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[9—10 


at<jue Mnc piimo nanciscemur 


/ 

/ 

/ 

I 


dxlx 

dxjlxy 

1 —X 

dxQxy 

1 — ir 

dx{lxY 
1 — a? 


= — 1(1 4-^2 + |i + p + ^ + ;^ + etc.), 

= 1- 2 (1 + ^ + ^ + ^ + ^ + ^ + etc.), 

== — l-2-3(14-^ + ^ + ;|i + |i + ^4- etc.), 
= l- 2*3-4(14-^ + ^4-^4-^ + ^ + etc.) 


His igitnr seriebus substitutis reperiemus 

fydx = y(l+^ + f, + f 2 + |s + etc.) 

— j(l + fs + ^ + Is + etc.) 

+ T(l+|i + |i + |i + f. + etc.) 

— 1-(1 +I 5 + p + Is + fs + etc.) 
etc., 

cuius expressiouis iam nuper ostendi valorem esse numerum ilium memora- 
bilem 0,5772156649015325.*) 


EYOLUTIO QUINTA 

11. Utamur Me eadem resolutione in seriem ipsius numeri x, sed earn 
alio modo adMbeamus. Scilicet cum posito lx = u sit 

a; = 1 4- ft 4. 4. 4- 4- 4- etc., 


YM^fcir Disserfatio De numero memorabUi in mmmaUone progressionis Jmrmonicae 
nataralis ocemrente. Acta Acad* pro Anno 1781. Pars posterior, p. 49 seq.^) P[ussJ. 

1) Quae dissertatio est Commentatio 583 (indicis Enbstroemiani), Ljeonsardi Euzmi Opera 
<mma^ series I, vol. 15. A. L. 
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erit formtilae nostrae ipsa pars prior 
1 -1 


Hanc fractionem 


l + f m+ 7«“ + ^«®+ etc- 


more solito in seriem recurrentem convertamns, quae sit 

1 — Au 4- Butt — Ctt* + Du*‘ — Eu^ + etc., 
eritque facta comparatione 




ergo 




2 
1 

12 ’ 
(7 = 0 , 


120 


D 


720 


^ “ 2 6 ^ 24 120 720 

etc., 


je; = o 

etc. 


12. Hac igitur serie introducta et loco u restituto valore lx formula 
nostra + ^ = y sequentem induet formam 

Lj- A — Bu+ Cuu — D«* + etc. + — 

^ ‘ U 


sive 


A — Blx + C{lxf — D (Ixf + E{lxf - etc., 
unde, cum in genere sit 

J’5a;(lic)" = + l-2-3-4---», 

postquam scilicet absoluta integratione positum fuerit a; = l, uM signum 
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[ 11—12 


EVOLUTIO FOEMULAE INTEGEALIS fSx(j^ + ^) 

superius valet, quando n eat numerus par, inferius vero, si n impar, hoc 
observato nanciscimar valorem quaesitum Jydx sequent! modo expressum 

/^^a: = ^ + l^ + 1.2C7+l-2.3i) + l-2-3-4JE+1.2*.-5J'+etc.^), 

quae series utique parum convergit ob coefficientes litterarum A, B, G, D etc.; 
verum perpendendum est ipsos valores harum litterarum continue magis de- 
crescere, quandoquidem certmn est seriei valorem esse debere 0,5772156649015325, 
quare operae pretium erit harum litterarum seriem accuratius evolvere. 

TEANSFOEMATIO FEACTIONIS 

1 

IN SEEIEM 

1 — Au Buu — Gu^ + Bu*‘ — Eu^ + etc. 

13. Designet littera s summam huius seriei eritque s = , unde fit 

hincque + s) — Is, ergo differentiando erit 

du + ds ^ sdu—uds , 

« + s s s(tt + s) ’ 

sive statim ponatur s^pu, ut sit « = unde fit ^m== — • quae 

expressio quo seriem praebeat concinniorem, statuamus p = q — y, ut i ?<.Tn 
sit s = — lU; turn vero erit 8u== unde colligitur haec aequatio 

gg-- 

^2-T + a = 0- 

14. Ex hac igitur aequatione investigari debet series valorem ipsius q 
exhibens, ubi ante omnia principium huius seriei inde constitui oportet, quod 

1) Haec evolutio fieri non potest, quia formula 

^5^ =- 1 — Am + Cm»+ •• • 

A. L. 


pro M<— 3ff non valet. 


12—13] 


A TERMING a; = 0 USQUE AD ic^l EXTENSAE 
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posito u = 0 fieri debeat s = l et = unde patet seriei pro q fin- 

gendae primum teriniiiuiii esse debere turn, vero facile perspicitur in hac 
serie potestates ipsius u tantum impares assumi debere. Quamobrem fingatur 
ista series 

g_= — -\-au-\- bu^ + + du^ -f- eu^ + etc. 

eritque 

~ MM 2cm* + 2dM®-j- 2eM®+ 2 /m*®-}- etc., 

-faa -f-2a6 -f2ac -\-2ad -4-2ae 

-f lb -f-2&c +2bd 
-f- ec 

m + 3Jm*-|- 5cm* - j- ldu^-{- 9cm® 4- 11/m*" -}- etc.; 


harum ergo serierum summa debet esse 
minationes 


3a = 



ergo 


imde deducuntnr seqnentes deter- 



56 -j- oa = 0, 

Tc -|— 2od) = 0, 

9d -j- 2ac -f- 66 = 0, 

lie -f- 2ad -|- 26c = 0, 

13/’ -}- 2ae -|- 26d -f cc = 0 
etc.. 


aa 


6 = — 






2ab 

2ac + 66 


f- 


_ , 

2oe-|- 2T)d->rCC 


13 


etc., 


ex quibns formnlis valores numerici litterarum a, 6, c, d etc. computari 
poterunt. 


Lxonhabbi Eulebi Opera omnia lis OommentationeB analjticae 


42 
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15. His autem litteris a, I, c, d etc. definitis ipsa series pro s quaesita 

erit 

s = 1 — + auu + bu* + cu^ + dv? + e«“ + fu^ + + etc., 

A 

quare, cum sapra posuerimas 

s = 1 — + Buu — Cu* + J)u* — + Fu^ — Gu’ + Eu^ — etc., 

valores La, mm litteraram maiascalaram per minasculas seqaenti modo defi- 
aientar 

A = ^, B = a, (7=0, I) = h, ^7=0, F=c, G = 0, H^d etc. 

sicqae potestatam impariam coefficientes per se evanescaat. Evideas autem 
est ope fonaalaram He iaveataram valores litteraram a, h, c, d etc. malto 
facilias et promptias assigaari posse qaam per relatioaes supra allatas, 
scilicet erit 

^-1. 0-0. D E-0, etc. 


16. Qaoaiam hoc modo calcalas istaram litteraram mox ad aumeros 
vehemeater magaos deduceret, loco litteraram a, b, c, d etc. qaaeramus alias 
SC, S, ® etc., qaaram sigaa iam alteraeatar et qaaram valores ad illos 
seqaeati modo referaatar 




c = + 


12 »’ 



^ 12“ 


etc., 


ita at iam sit aostra series 


1 , %uu 93m* (Sm® SJm® , . 

s-l--«+ — -^ + — ^ + etc., 


atqae istae aovae litterae St, 35, 2) etc., seqaeati modo determiaabuatar 

St-l, 35‘ 


m 

5 ’ 


25(95 ^ 22ie + 95» re 2512) + 293® 

„ f T f 


11 


22(® + 2952) + ®e 
u ““ 1 o etc.. 


13 
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<jui valores Bunc ha>ud difficulter in numeris evolventtir ac reperientur 

a_i. 8-i. (5-^, ® = 


385 ■ 


CK 1382 , 

g = etc. 


875875 


17. Introducamns igitnr istas novas Htteras St, S3, K, 3) etc. in seriem 
§ 12 pro J'ydx inventam eritque 

J ^ 2 ~ 12 12* ^ 12* 12* ‘ 

hanc antem seriem non satis convergere iam supra observavimus. 


TEANSFOEMATIO FEACTIONIS 

1 

l+Y^ + ¥^^+T^’' + T^+®^- 
IN SEEIEM 

l + at + ^U + yf + St* + sf + tt" + etc. 


17 [a]. ^). Ad hanc transformationem perducti sumus supra in § 7, ubi 
evolutio litterarum a, /?, y, S etc. mox fiebat nimis molesta. Nunc igitur 
simili modo utamur quo ante positaque hac serie, quam quaerimus, = s erit 


— t 


tv ideoque 


i{i-0 — 


ergo differentiando 


dt 3v 
1 — t vv 


seu 



dt 

1 — t 


= 0 , 


cui hanc formam tribuamins 

4,V + ||(l_i) = 0, 

ex qua aequatione series idonea pro v elici debet. 


1) In editione prindpe false nuinerus 17 iterator. A. L. 

42 * 
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EVOLTJTIO FOEMULAE INTEGBALIS + 


[14—15 


18. Cura igitur posito t=-0 fiat s = l, lioc casu esse debebit = 
quamobrem fingamus istam seriem 

V = ^ a M ctt df + et*' , 

V 

qui valor sequent! modo substituatur 

= * + 6+ 2cf+ UU-\- e^^^etc., 

dt it 

_.^= U— 2ctt— Bdf— 4e^*— 5/^=— etc., 

+ = + i + ^ + 26+ 2ct-\- 2dtt+ 2e<*+ 2ft^-\- 2gf+etc. 

tt t 

“1“ fltu "I* 2ct& *1“ 2uc ~^2(id 20/C ~\~2(if^ 

+ hb 2bc -\-2hd -\-2he 
4- cc -\-2cd 

Hinc igitur prodeunt sequentes determinationes 

1 2 ® = 0 , 

Bb — j“ u® 0, 

■4c 4” 2(xb — b = 0, 

5d+ 2®c — 2c + 6& = 0, 
fie -j— 2®(i4" 2bc — 3c? = 0, 

7/'4- 2ae + 2bd — 4e -4 cc = 0 
etc., 

quae formulae ob a = — Y contrahuntur in sequentes 



15—16] 
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3&^-l, 

4 

ergo 

a=: 

1 

2 ’ 

4c = 26, 


& = 

1 

“ 12' 

5i = 3c^66, 


c = 

1 

24' 

6e =4(Z — 26c, 


fj 

19 


Ct' — 

720’ 

7f = 5e—2hd- 

oc, 


3 

6 = 

160 ’ 

8g = Gf~2le — 

2cd 


863 

32 •270- 

etc.. 



etc. 




19. Hinc igitur erit series quaesita 

at + Ut cf di^ + etc., 
quae supra [§ 7] posita faerat 

s = 1 + + yf + (?#*+ etc.; 


litterae igitur latiuae et graecae prorsus conveuiunt eritque ergo 



et valoribus modo iuTentis substitutis 

f == J_ t — L_ _i — ^ 1 — 1® — L _? L etc.^) 

J 1 . 2 ^ 2-12 ^ 3-24 ^ 4- 720 ^ 5 - 160 ^ ^ 


1) Editio princeps: /**= — gg 270 • 7 * Correxit A. L. 

2) Editio priEceps: 

r o a h c d e , 

/ya*=-Y-y-x-T— 

et valoribus modo inventis substitutis 

nr. 1 , 1 . 1 I r 3 , , 

2.2 + 3.12*^4-24’^6 - 720 6 • 160 


Oorrexit A. L. 
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EVOLUTIO FOEMULAE MTE^EALIS fdx(^ + ^) 


[U 


20. Quo autem calculus harum litterarum eipeditior reddatur, ponamus 
A 


1’ * 4> ' 


G , B E . 

8 ' 16 ’ 32 


ut sit 


r ydx = — + — + — + + etc.;^) 

J y 1-2 ~ 2-4 “ 3-8 “ 4-16 ^ 5-32 ^ 


•16 ^ 5-32 

pro liis autem litteris habebimus sequentes determinationes 

^ = 1 , B=^\, 0 =^, :e- + 

3 4 5 


6 


10E+ 2 BJD + CC ^ 12F+2BE+2CD 

■if ^ f (x g etc.. 


unde colligitur 


1’ ^“1’ ^ = 4*) etc. 


3’ 3’ ^ 45’ “ 5 

Haec igitur ad calculos superiores sublevandos sufficere poterunt. 


1) Editio prineeps: 


Jydc 


B 


•2~3-4~4-8'‘616*^6.32 


^ , X 

f 4- etc. 


\ . . . 39 

2) Editio prineeps: ^ ^ * Gorreiit A. L. 


Correxit A. L. 
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UBEEIOE EXPLICATIO 
METHODI SUfGULAEIS NUPEE EXPOSITAE 
ESTTEGEALIA ALIAS MAXEME ABSCONDITA 

ESTVESTIGANDI 

Conventui exliibita die 29. Pebraarii 1776 

Commentatio 630 indicis Enesthoemiani 

Nova acta academiae scientiarum Petropolitaaae 4 (1786), 1789, p. 17 54 

Smnmarimn ibidem p. 110—111 

snmAEiDM 

II n’y a pas longtems que le calcnl integral a ete enriehi de la methode de trailer 
les formules differentielles qni sent difisees par le logarithme de la quantite variable. Feu 
M. Euleb, a qui cette brancbe des sciences mathematiques est redevable de ses pins bril- 
lans progres, dit dans un de ses memoires: Cum mihi saepius occurrissent formulae diffe- 
rentiales, quae per logarUhmum qmntitatis varidbilis erant divisae, veluti nunquam 

perspicere poiui, ad quodnam genus quanUtatum earum integrcdia sint referenda. (Y. Nov. 
Comment. Tom. XIX p. 66.)’^). Cependant il s’est fraye nn nonvean ebemin dans le meme 
memoire intitule: Nova methodus quantitates integrates deferminandi, et H y a donne I’inte- 
grale de plusieurs pareilles formules, et entre antres de celle-ci ^ ^ 

tronve, par une metbode tout a fait nouvelle, I’integrale, prise depuis x = 0 jnsqn’a x = 1 
egaleaZj^. 

Cette nouvelle metbode de determiner leg integxales de beaucoup de formules q^ui se 
refusent a toute autre voye d’integration, a paru a M, Euleb susceptible de bien plus de 
generalisation, et propre, par la meme, a avancer les bomes du calcul integral. Cast le 
but de ce memoire, qui merite a tons egards Tattention des Greometres, mais qui n^est pas 

l) Is* note p. 322 de ce volume et principalement p. 424 du volume precedent. A, L, 
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suseeptiUe d’extrait, etaat tout terisse de calculs, et de calculs inintelligibles, sans une expli- 
cation prealable des nouveaux caracteres que 1’ Auteur s’est tu oblige dintroduire, afin de 
rendre ses recbercbes plus courtes et plus lumineuses. Explication que les connoisseurs 
ainieront mieux cbercber, ainsi que I’esprit de la metbode, dans le memoire meme, ob nous 
les reuToyons. 


Methodus ilia singularis, qua non ita pridem deductus sum ad integra- 
tionem formulae 


lx 


-dx, 


cuius valorem a termino x = 0 usque ad a: = 1 extensum inveni esse 

7 « + 1 

S-t-1 ■ 

multo latius patet ideoque accuratiorem evolutionem meretur, quandoquidem 
multo maiora incrementa scientiae analyticae poUiceri videtur. Quo autem 
lioc feliciori siiccessu et sine ambagibus praestari possit, necesse erit pecu- 
liarem signandi modum usurpare, quern ergo ante omnia explicari conveniet. 


BXPLIOATIO CHAEACTEEUM 
IN SEQUENTIBUS ADHIBENDOEUM 


L Si F denotet functionem quamcunque binarum variabilium x et p, 
turn iste ebaracter 



mibi designabit earn quantitatem, quae oritur, si functio F solam x pro 
variabili sumendo toties successive differentietur, quot unitates in indice X 


*) lam in dissertatione praecedente annotayimns IlL Anctorem lianc integrationem exposuisse 
in Novornm Commentariorum Tomo XIX. pag. 70.^) 


1) Vide notam p. 322. 


A. L. 



18 ] 


dttegralia alias maxime abscondita inyestigandi 
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continentur, simulque ubique diflferentiale 8x reiiciatur. 
character 



Eodem mode iste 


designabit earn quantitatem, quae per totidem differeutiationes resultat, dum 
sola i) ut variabUis tractatur. Hinc igitur ista signaudi ratio sequent! modo 
ad formulas usu receptas reducetur 



n. Vicissim autem integrando iste character 



designabit earn quantitatem, quae ex continua integratione X vicibus repetita 
oritur, dum sola x variabilis accipitur; et pariter hie character 



earn quantitatem significat, quae oritur per continuam integrationem X vicibus 
repetitam, dum sola p variabilis accipitur. Haec ergo sequent! modo ad for- 
mas usu receptas revocabuntur 

f r-frsx et j..r~fnp, 

et ^.T-f0pfrSp, 

■F • ^ y- y-fipfdpfrsp. 

Leonhahdi Euleet Opera omnia I is Commentationes analyticae 43 
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tJBEElOE EXELICATIO METHODI SlNfi^tTLABlS NtJPEB EXPOSIEAE [18 19 


III. At quoniam omnes quantitates per integrationem inventae per se 
sunt indeterminatae, in posterum perpetuo omnia integralia ita capi statuamus, 
ut evanescant posito vel a; - 0 yel f = 0; prius scilicet, si sola a; ut vana- 
bilis fuerit tractata, posterius vero, si sola p fuerit variabilis. 

IV. Hos iam cbaracteres pro lubitu inter se coniungere licet ac prime 
quidem baec formula 

X p 


denotat functionem V prime fi vicibus differentiari debere sumta sola ic 
variabm, turn vero quantitatem bine oriundam denuo r vicibus differentiari 
debere sumta sola p variabili. Hinc istos cbaracteres ad morem solitum 


revocando erit 



etc. 


etc. 


V. Ita formula 

F 

X p 

denotat fonctionem F prime fx vicibus differentiari debere sumta sola x 
variabili, turn vero quantitatem bine oriundam v vicibus integrari debere 
sumta sola p variabib. Ita si fuerit =•= 2 et v = erit more solito 



unde significatio aborum buiusmodi cbaracterum iam satis intelbgi potest. 

VI. Simib modo formula boc cbaractere designata 
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declarat functionem F primo /j, vicibus integrari debere sumta sola x varia- 
bdi, turn vero quantitatem Mnc oriundam v vicibus differeutiari debere sumta 
sola p variabiH. Quae ergo significatio satis dare perspicitur, etsi more solito 
non tarn commode indicari posset. Si enim esset ^ = 2 et y = 2, valor huius 

formulae boc modo repraeseutari deberet 

YII. Denique iste character 

HL.lL.y 

X p 

significat functionem F primo ju, vicibus integrari debere sumta sola x pro 
variabili, turn vero quantitatem resultantem denuo v vicibus integrari debere 
sumta sola p variabili. Ubi, quod in perpetuum est tenendum, priora inte- 
gralia ita capi debent, ut evanescant posito a; = 0, posteriora vero posito 
= 0 . 

Hac characterum explieatione praemissa sequentia theoremata probe no- 
tentur, quorum veritas ex iis, quae de indole functionum duarum variabilium 
sunt exposita, satis dare perspicitur. 



THEOEBMA 2 

Si V fuerit functio guaecunque Mnarwtn mriaMlium x et p, turn se^ptens 
aequcditas semper Ucmn Mbd)it 

xp p X 


48 
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UBERIOB EXPLICATIO METHODI SINGULAEIS HTJEER EXECSITAE 


[21 


Hine si ponamus 


erit 


^-Y=Q et -.F=i?, 

X ^ p 


P ^ 


THEOEEMA 3 


iSt fkerU V fundio gtiaecung/ue hinarum variabilium x et 
aequalitas sm^er ham habdnt 


Hine si ponamns 


erit 


X p p X ’ 


X 


.V^Q et 

p 




THEOEEMA 4 


& fwrd V qmecungue hinarum variabilium x et 

aepiaiitm sem^ ham hMnt 


Hine si ponamns 


ml 


X p p X * 




Y— Q et 


r 

p 


Y^B, 




Jl. 

X 


B. 


SCHOLION 

Hae aeq^tates per se ita sunt manifestae, ut quovis 
evadant identicae. Ita si sumatur 


p, turn sequent 


, turn sequins 


casu evolutae 
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ex theoremate prime sumto fj. = 2 et r = 1 reperietnr 

0 = ^.F=JM(m — et i? = - ■ F= 

X ^ ' P 


Hinc vero elieittir 

.^•Q = inn(m — et = — 1)3^”*^?““^ 

qui duo valores manifesto congruunt. Ex secundo autem tlieoremate [sumto] 
■= 2 et v==l fiet 

, /"w^Vo F e* iJ = -.F=«i)”‘"a^- 

^ X (»t + 1) («» + 2) p 


Hinc ei^o erit 

d 




n ^ 

(}» + 1) (j» + 2) 


r* 

et --E 




p ” (^TO + 1 J + 2. ) X (W» + 1) (ff» + 2) 

Ex tertio theoremate manente fjb = 2 et v = 1 erit 

^_^.F==m(m-l)3f‘-V et 2? = ^.F=^^- 
Hinc igitur erit 


P tt -f- 1 ^ 

Ex quarto denique theoremate erit 


m(w — 

«+l 


^ a: (»» + 1 ) («* + 2 ) 1> » + 1 


Hinc ergo colligitur 


f r\ jpm+Sjpn + l 

p * ^ (« + 1) (j» + 1) (>n 4- 2 ) 


^TO-i-2jp«+i 

>r ^ 4- 4- fm-l- 2^ 


Ob ba.s igitiix a8q[ua3itatos adeo identicas nullao conclnsioiiBs Mnc dednci 
posso vidobnntair. Yciiini Ioiig6 aliter se baboro deprdheiiditar, si post 
A TTfin m operationes institutes ipsi x determinattis valor, veluM x — l, tribni 
doboat, qiiBinadniodnin in (jiiatnor problomatibus socjnontibiis ostendoiniis, (jnao 
se ad qnatnor tlieoremate praecedentia referunt. 
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UBEEIOB ESKICATIO METHODI SINGULARIS NTTPEB EXPOSITAE [23—24 


PROBLEM! 1 

55 F fmrit fundio ^ptaecungue Unarum varidbilium x et p et omnes opera- 
tiones in iheorsMote primo indicatas dbsolvwntur , turn vcro statuatur x — \, ex- 
AiSefg o^ufdUateM, ad guam hoc iheorema p&rducit. 

SOLUTIO 

Qummm m nostro primo theoremate posuimus deinde vero 

qiaatites sola p Tariabili sumta diflferentiari debet, ita ut iam x pro 
coBsiaBti bab^tiir, statim loco x nnitas scribi poterit, quo facto abeat Q in 
M, ita nt nimc Jf ftitura sit fimetio solius p. Manente igitur B = — -V 
aiDseqaemiir banc aeqaatioaem 


abi pleramqae eveniet, ut qaantitas M multo promptius differentiari queat 
qaam fimetio Q, tmde aequalitas inventa plerumque non adeo erit obvia; id 
qnod ^nentibns exemplis illustrasse iuvabit, in quibns omnibus assumemus 
F=af+^, ita ut eius Talor posito x = l abeat in 1. 


IXEMPLUM 1 QUO /t = l ET > = 1 


Hk ergo mt 


unde ergo podto a; = l fit 
qaaxe cum ait 


M=n -\-p’, 


xiandscimur banc aequationem 1 = ~ af*+^ ia:. Unde patet, si post differen- 
tiations ponatnr a: = 1, fore more eiprimendi solito 
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id quod non amplins tam est obvium; est enim 

d. = (« + dxlx + (tf*^-^dx, 

quae expressio per dx divisa positoque a: = l abit in 1. 


EXEMPLTJM 2 QUO ^ = 2 ET r = 1 


Hie igitur erit 


Q = = (« + p){n +p — 

X 


posito ergo a; = 1 erit 

Quare cum sit 

erit 


M = {n + p){n + p — 1). 

B^nf+nx, 


j-(n +p)(n +p — 1) ==~x^*nx, 

quamobrem per solitum exprimendi modum habebimus 

dd.af+Hx 


cx^ 


■ 2{n+p) — l, 


postquam scilicet gemma differentiaiione absoluta ponitur x — 1. 


EXEMPLUM 3 QUO ^ = 1 ET y = 2 


Hie igitur erit 

unde posito a: = 1 fit 
Quare cum sit 

mt 


X 

M = n +_p. 


JR == — . af+p = of +*’(?a;)*, 
P 




siye solito exprimendi nfore 


a. ^ 

dx ' 


postquam scilicet differentiatione absoluta ponitur x 1 . 
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UBEMOB EXPUCATIO METHODI SroGDLAEIS NUPIE EXPOSITAE 


[25 


EXEMPLTJM 4 QUO /t = 2 ET V 2 
Cma igitar hoc tasa sit 

§ = 1 . 3f = (« + J)) (w H- ^ — 1) 


ideoque 

Jf -= (« +p) (« 4- p — 1) 

et 


P 

erit 

dd.af-^filxy 


2s* 2p* 


OOBOLLAMUM 


Ei Ms ocompEs iam abnnde fit perspicuuin, si exponentes fi ei v 
fnerint qMctmqne, tom posito x=^l fore 

(» -|-p)(« — 1) - . • («+p — /* + !) 

Meoqae fimctionma ipius p tamtam. Qoaxe com sit jB = af‘+^(/a;)’', erit more 
solito 

^.af+yUar)' d'M 
daf °° df ’ 

qoando «aM<»t omnibus operaMonibiis peractis statoitor x = 1. 

SCHOLION 

Qnemadmodra Me a^amMmos F=af+^, ita eadem opera expedire licet 
hanc formam Mtlns patents 

tooMate X fiiMfaoamii qomnconqne ipatis x tantom, ita at altera qoaa- 
titas p non ingrediatnr. Ponamtts igitnr somto x = l fieri X — A ~ = A' 
etc., atqoe cum fiat ’ 

M’^pA-^ A. 


exit hoe casu 
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Deinde rero habebimus 




~ -i_ -rJ> ££:? 


bine ergo colligitur 
Prodit porro 


<= p (jp — -j- 2^ -j“ jd." 


^.r=p(p — l)(p-2)x^-^X+3p(p-l)'c^-*^+Sj}x^-^^ + x‘’^; 
bine ergo erit 

M >=p(p — l)(p — 2)A + 3p(p — 1)A'+ 3pA"+ A"'. 

Hine iam patet ex formula — F oriturum esse valorem 

wC 

M=p(p — l)(p — 2)(p — 3)A-i- 4p(p — l)(p — 2)A' 

+ 6p(p-l)A"+4pA"'-}- A"", 

unde lex progressionis satis est manifesta. At vero pro altera littera JR 
babebimus 

easu y = l B = x^Xlx, 

easu r = 2 JR = x^X(lxy, 

easu v = 3 JR = x^X (Ixy 

atque adeo in genere easu exit 

B = x^X(lxy. 

Ex bis igitur formulis naneiscemur valores differentialium omnium ordinum 
formulae x^X^lxy, postquam factis omnibus operationibus positum fuerit jc=l: 

1. ^ d. x^ XQxy = . , 

ox ^ ' cp’ 

qui valor semper erit =0 exeepto easu y = l, quo prodit =A; 
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qui Talor semper est 0, quaado >' > 2, 

3. 

qai valor semper evanescit exceptis casibus, quibus < 4. 


'asr 0^? 


Ih formolis notate iuvabit esse 
Pk) prima 


pro secunda 


c{$A-\-A!) ^ 
dp ’ 

g(p(p-l)^ + 2p^^+^l = (2p — 1)^ + 2^' 

dp 


et 


dd{p(.p—l)A-\-^pA' + A!') ^ 2 _^- • 

P* 


seqneatia antem sont 0; 
pro tertia 


‘p'p- r:{p- 2 )A+Spip-l)A'+SpA"+A'") _ 4 -^?,(^p—l')A'4-3A", 

dp 


et 


dciplp - Dip- 2 }A + Sp{p-1)A'+ SpA'+A'") ^ /g^ _ g^ _|_ 
d*(p(p— 1)(P— 2) J. + 3p(p- 1)A' + 3pA"+ A'") ^ g J , 


sequmtia omnia evaai^cont. 


PROBLEMA 2 

V ^terU fmdSe gmeamgue Umnm varicMmn x et p et cmnes ope- 
rationes in theoremate secundo indi&itcte e^scivawtur, turn ve^o stotuatuT X’=l, 
exMhere aegualitatem, ad qmm hoc theorema perducd. 

SOLUTIO 

Quoniam in nostro secnndo tbeoremate posuimns — •F=$, deinde 
vero baec quantitas snmta sola p variabili v vicibus differentiari debet po- 
sita X coMttante, iam ante has differentiationes ponere licet ic==l. Hoc 
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ergo facto abeat Q in 3f sieque habebitur — • Q = , qaod iam est mem- 

brum primum aequalitatis quaesitae more solito expressom, quaudoquidem M 
est sola functio ipsius p. Pro altero membro cum sit M = — -V, erit hoc 

J~fC P 

alterum membrum --R. Quamobrem si post omues has /i integrationes 
peractas (quae autem singula integralia semper ita sunt capienda, ut eva- 
nescant posito co — 0) statuatur x = l, semper erit 

/« p (I'M 

* JX> -z — — > 

X dp'’ 

de quo valore certi sumus, etiamsi forte integratio absolvi nequeat, quam- 
obrem hanc veritatem exemplis iUustremus, in quibus assumemus 




UBEEIOB EXPLICATIO METHODI SliTGULARIS NDPEE EXPOSITAE [28—29 


m 


qaocirca posito a: = 1 habebitBr ista aeqnatio 


J = 


+ 2 


p n+p + 1 (M+p-fl)* 


EXEMPLUM 3 QUO ft=l ET r = 3 
Hoc igitor casa erit 

= et M - 


n-f-p-j-l n+p-j-1 

Tma rero erit JR = ande nasdtor haec aequalitas 




,, a* 1 


p »+p+i («+j) + i)* 


EXEMPLUM 4 QUO ^ = 1 ET y = V 
Hie ex praecedentibas satis liqaet aequationem Mnc resultantem fore 


J If +^’^a;(Ja;)’' 


4- 


1-2-3-v 


abi sigaam saperias valet, si y sit nameras par, inferius vero, si impar; qaae 
redaerio m loagis est aotata digaa, qaod alias per plures ambages ari earn 
pervaoiri solet 

EXEMPLUM 5 QUO fi = 2 ET v — 1 
Hoc rasa erit 


qaamobrem Imbdiiter 


0^:£!-af+^= 

X (»+p + l)(»+J5+ 2)’ 


Jf= 


qai valor r^citar ad haac 

M 


(«+p + l)(«H-p + 2)’ 


»+P+l »+p + 2’ 

tom vero erit B = ande seqaens aeqaalitas dedacitar 

f Sx fif*^8xlx = ^ 4 - 7 ^ , 

J J («+p + l)*^(»+l) + 2)* 

qaae aeqaalitas more solito iadagata iam satis molestos calculos postulat. 
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EXEMPLUM 6 QUO ^ = 2 ET r = 2 
Hie ergo erit ut ante 

1 11 


M= 


(«+i’ + l)(»+i> + 2) «+_p + l w-l-jp + 2 

uti in Exemplo 2, unde statim coUigitur ista aequatio 


et R = of'^^(lxf 


Hie ergo erit 
M- 


\n -\-p + 1)® (» 4-jP + 2)* 


EXEMPLUM 7 QUO /i = 2 ET v^v 


et H 


unde resultat aequatio 

JdxJaf+’‘ dxilxy — ± + ( m+p + s )”^' 

ubi iterum signa superiora valent, si v numerus par, inferiora vero, si impar. 


EXEMPLUM 8 QUO = 3 ET v = y 
Pro boc easu ob 


posito a; = 1 fit 


/O - 

^ X (w+j) + l)(»+i) + 2)(w + p + 3) 


M- 


(n + 1)(« +P + 2)(« -pP + 3)’ 
quae fractio resolvatur in snas simplices, fietque 


M= — .. , \ ^ 


1} 2 (m - j- J? 4" 

unde facile patet seqnentem prodituram esse a^nalitatem 


fe^fdxfo>-*>3p>(ixy- ± 




+ 3-4-5"->'^j 


.(«4-p + l)’'+^ (»+p + 2)’'+‘'^ («+i> + 3)' 


+»^(»+p + 3)’’+» 
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hM ratio signi amblgui est eadena ut ante. Facile autem intelligitur, si quis 
fornralam integralem evolvere volnerit, eum in calculos valde molestos 

esse dekpsimuii. 


SCHOLIOIs 

Snperflnnm foret indici fi maiores valores tribuere, siquidem evolutio 
simili naodo eipediri posset. Praecipunm autem negotium consistit in reso- 
liitione firactaonis M in snas fractiones simpliees, id qnod necesse est, ut 
deint^ps Beilins o mne s differentiationes atque adeo secundum indicem inde- 
finitom V institui qneant. Hie autem labor subsidio sequentis propositionis 
promptiasime atwoW potmt 


PEOPOSITIO 

Si X fuerit fundh qmeemque ipsius x ac post integrationes statui deheat 
1, turn sempar Ma formmla iniegredis compUcata 


/I 

X 


•X 


redud pded ad idem fmnuhm mtegredem simplicem. more solito expressam 


fxsx(i —xy~^ 


Hinc enim staMm |^t pro nostro casu, quo quantitatem 

M sequent! moio expimum iri 

?- ( ^ ft— 1 , (ff — — 2) (p— — 3} , \ 

1.2.-;>-i)V,j-rp-fl H-fp + 2 ‘ 1.2(n4-^ + 3) i.2-3(}»+p + 4) 

unde iam &cile differentialia omnium ordinum ipsius M deriTari possunt. 
Ceterum Me adhuc obserrasse inhabit loco funetdonis ilUus P vix alium va- 
lorem accipi posse praeter propterea quod hoc solo casu omnia ^ • V 
actu expedire Meet, id quod ad nostrum institutum imprimis requiritur, quia 
aMoquin nullae aequationes memorabiles inde deduci possent. 
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PEOBLBMA 3 

Si V fuerit functio quaecunque binarum variabilium x et p et omnes opera- 
times in theoremate tertio indicatae actu dbsolmntur, turn v&ro statuatur x = l, 
exMhere aequalitatem, ad quam hoc theorema perducU. 


SOLUTIO 

QuoBiam in nostro tertio theoremate posuimus 

et 

X P 


Line deduximns sequentem aeqnalitetem — = — -ii, ubi in valore pro Q 
invento loco x unitas scribi debet, nnde resultet qnantitas Jf, quae iam 
tantum erit functio ipsius p, ita ut nunc aequalitas nostra evadat 

P a? 


Quodsi iam loco V banc accipiamus functionem pro variis valonbus 

indicis ft littera M sequentes sortietur valores: 


1. Si fi = ^, erit Jf=K+p, 

2. si jti = 2, erit M={n ■\-p){n-\-p — l), 

3. si ^t = 3, erit M= {n-yp){n -y p — l){n-\- p — 2) 


etc. 


bincque in genere 

jf = (« 4- p){n + 1 ) — 1) • • • (« + !)• 


Pro littera autem B ex valoribus simplieioribus indicis v colligetur: 


1 . 


Si y = 1, valor B = 


lx 


+ C; 


quae constans G cum ita debeat accipi, ut integrale evaneseat pc^ito j» = 0 
erit hac eorreciione adbibita 


af>. 

lx Ix^ 
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qnae fonnnla dncta in Bp et denuo integrata adiectaque debita constante 
praebet, 


2. d »'«=2, valorem 

3. si v^Z, „ 

4. si v==4, „ 

cade concloditor in ^nere ^se 





- Qxy 

lx ’ 


af+j—a- 

% 

1 

ppaf 

{Ixf 

{Ixf 

2lx ’ 

^ 

1 

1 

ppaP 

- iixy 

{Ixf 

2(ixy 


proditnrum 




W 


p 


pp 


Kiixy ^Qxy 




_ _| ^ 


1.2.3---(v — I)?®/ 


His ig^tnr vdoiibns evolntis seqnentia eiempla evolvamus. 


EXEMPLUM 1 QUO /t = 1 ET v^l 
Hoc ergo casu erit 

M’=^n-\-p let R ’ 

nnde oritar ha«: aeqnalitas 


dx 


g(g»Ti»_a*) 

lx 


£.(n+p)==np+^ 


more solito expii^ta. Hie scilicet forma — per solam variabilem x 
differentiata et per Bx divisa, si loco x scribatur 1, prodncet bunc valorem 
id nenaqnam tarn &cile pempicitnr. Si emw ilia quantitas 
differmtirfmr, omi^o elemmito Bx pervenitur ad istam expressionem 

(» — »af - ^ _ a?«-i 

lx (Ix'f ’ 

nbi iam poni oportet a? = 1; turn autem utrumque membrum evadit infini- 
tum, quamobrem has duas ftactiones ante omnia ad enndem denominatorem 
reduci convenit, ut habeatur ista fractio 


in+p)x^+p-Hx—na!^-Hx—a^+p-^ + af-i 

~(W 


f 
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cuius tam numerator quam denominator evanescunt facto x—1. Quamobrem 
secundum regulam cognitam loco tam numeratoris quam denominatoris eorum 
differentialia scribantur ac pro numeratore reperietur 

(n +p){n + j? — l)af + (» + — n(n — — na;*"® 

_ (n + jp — 1 ) 0 ;*+^-® + (» — l)af -® ; 

S lic 

denominator vero erit — , ita ut iam tota fractio sit 

(w +^?)(w +JP — + (« +p)a?'+^’“^— «(« — l)a5"“^Za:— (n + p — a?*"® 

2lx ’ 

ubi denuo posito a; = 1 tam numerator quam denominator evanescunt ; 
quamobrem eorum loco, iterum differentialia substituamus, quo facto prodibit 
fractio, cuius numerator exit 

(« — l)*af’'^"*((« +i>)Za; — 1) + 2[n +!>)(«+ i> — l)af*'^“* 

— n(n — l)®af“®Za; — (nn — l)af ~®, 

denominator vero erit — . Hie iam facto a: = l numerator dabit 

X 

2(n-\-p){n + — 1) — (« 4-jP — 1)* — («« — 1) = 

denominator vero 2, unde valor quaesitus r^ultat np ^pp, prorsus uti 
supra invenimus. Hinc igitur abunde patet egregius usus nostrae reductionis. 
Quin etiam casus adhuc simplieior, quo fi — O, baud exiguam moram creat. 

EXEMPLUM 2 QUO /* = 0 ET »' = ! 

»-f|r » r 

Hie erit 3f=l ob $ = manente 11 = — ; turn erit 
unde aequatio more solito expressa fiet 

-li— 

Posito autem x = l in parte sinistra tam numerator quam denominator 
evanescunt, unde wrum differentialibus substitutis ista &actio evadet 

^ 

quae fractio posito a? = 1 praebet p. 

LsaimABDX Eulsbi Opera omnia Ij8 CommenWiones analyticae 4^ 
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EXEMPLUM 3 QUO = 0 ET r = 2 

1 

Hie ergo erit Jf=l Meoqne cui ergo ipsa quantitas B 

aeqaabitar; sieqae orietnr haec aeqaatio 

— af 1 

cnios veiitas neatiqxiam in ocnlos incurrit; qnamobrem quantitas B ad uni- 
CMtt firactioneott r^ucaiair, quae erit 

3f‘+f~af — pa^lx 

(l^i > 

quae feactio, si loco numeratoris et denominatoris eorum differentialia sub- 
stitu^tur, abit in sequ^t^ 

{n+p)af^f—naf‘ — npstf'lx—psf' ^ 

2lx ’ 

haec vero &aeiao eadem op^atione instituta reducitur ad banc 

{n-j-p'f^'^p — nnaf‘ — nnps^lx — 2npaf 
^ , 

quae eipr^o podto a: = l manifesto aMt in ^PP- 


ffic ^go erit JK^ = 1 ideoque 



.jf= 

$ 

1 

(-- 


\Qxy 

^ (ixy-^ 




■Pono Tflfo 'ndimus e^e 

T» 2* + f’ 

4r _ __ w y3' J. JV^A// 

atque baee expressio B ita est comparata, ut posito ic = l eius valor f 
rus sit --5-^ 




i) 
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EXEMPLUM 5 QUO /i = 1 ET v = v 
Hie ergo erit M=n-{-p ideoque 

M = n(v+l)p* +!?’’•«•» 
p i • 2 • 3 - ■ • (v -f 1) ' 

Quodsi iam ponatur 


R- 




(ixy 




Qxy--^ ^ 1 


pp 


2(ixy 


-i 




p 


•-1 


1 - 2 ■ • • (v — l)Ia;- 




quae expressio ut functio solius cc spectetur, turn posito x = l erit more 
solito 

/8ii\ i)-(n(y + l)+j>) 

\dxJ l-2-3--.(i; + l) ‘ 

Ubi facile intelligitur differentiale ipsius B formulam producere multo magis 
complicatam, cuius omnibus terminis ad commuuem denominatorem reductis, 
qui erit (lxy*\ si per regulam vulgarem ktius fractionis valorem casu x=l 
explorare veUemus, turn tarn numerator quam denominator v + 1 vicibus 
dififerentiari deberent, antequam eius verus valor definiri posset, quern tamen 

nunc certe novimus fore f 

1 . 2 • 3 •**(«? + 1) 


EXEMPLUM 6 QUO = 2 ET v — v 

Hie ergo erit 

M=(n +i’)(« +P — 1) = «(« — 1) + (2« — l)p +PJ) 

ideoque 

i? l-2-3---v"*"2-3-4---(v+l) '^3-4-5---(i» + 2)’ 

turn igitur, si ut ante fuerit 

T> 1 I i> , PP I I ^ 

^ ~ Qxy \iixy (ixy--^ i -sQxy-^ i",! . 2 . • . (v.- i)ixJ ’ 
casu x = l erit 

mizv «(m— i)i>^ ' (2 m— p'’+* 

\da^) l-2-3---t'‘^2.3-4---(M+l) 3-4-5---(v + 2) ' 

quam veritatem more consueto evolvere nemo certe susceperit. A.tque ex 
Ms iatn facile appareiv quomodo has concluMon^ pro maioribus valoribus 
indicis u, formari oporteat. ' 
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PEOBLBMA .4 

S F fumt fmdio guaecunque hinarum mricMium cc et ja ef omnes ope- 
raiitmes in theoremate quarto indicatae absdvantur , turn vero statuatur x — 1, 
exhibere aequcditcd^, ad guam hoc thcorerrui perducit. 


SOLUTIO 

QaoBiam in nostro tiieoremate qnarto posnimus Q = — ‘V, qni valor 
posito s = l abeat in M, ita nt M fatura sit sola functio ipsius p, turn 
veto E == ^ • F, vi nostti theorematis semper erit 





siqQiiem omnes ini^raiiones iia absolvantor, nt singula integralia evanescant 
pc^ito sire a;=0 sive p=0, omnibus autem operationibus peractis statuatur 
®«=1. Qttodsi iam pro F accipiamus banc functionem primo valores 

litterae M pro variis indicibus p sequent! mode se habebunt: 


1. Si ^==0, erit Jlf= l, 


2. si /t = 1, erit Jf = 


n + 1 ’ 

3, d ^. 2 , erit Jf _ 

4 si p — B, erit ^ ^ 2)(w ^ 

etc. 

Hi ^tem valmm ipsius M cqje propoaiaonis supra {diegatae, quae erat 


M- 




ft— 1 I (ft — l)(ft— 2) 

w+p + l »+j)+2 l-2(n+p+3) 

_ (ft-l)(ft-2)(ft-3) , X 
l-2.3f» + » + 4') "f* 


J (» +p + 4) 

sequent! modo pro variis valoribus indids p se habebunt: 
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1. Si fi=0, valor M=l, 


2. si ^ = 1, 

3. si /i = 2, 

4. si /t = 3, 

5. si /t = 4, 

6. si 


M 

M 


„+_p + i’ 

1 


w+JJ + l «+l> + 2’ 
M=-{ ^ 

2 Vji+c 


"^n + p + s)’ 


ji + p + l m+j) 4-2 ^ «+j>4-3/' 
3 . 3 




6 \w “t-p + 1 


1 ^ 
» + p + 4/ ’ 


M- 




24\«+i> + l n 


+ |>+2 ' «+l)+3 »+jp + 4y* 
4,6 4 


+ l n+|j + 2 w+j) + 3 »+jj4-4 + 

etc. 


Deinde pro littera R, si indici v successive tribuautur valores 0, 1, 2, 3, 4 etc., 
reperietur, 

1. si y = 0, fore i2 = af*'^ 


2. si y = 1, 

3. si y = 2, 

4. si p = 3, 

5. si y = 4, 


B 

B 

B 


lx 

jf+p — X* pjf 


(ixy lx ’ 

paf* ppxf^ 

^ (l^ 2lx ’ 

X^+p—3f psf' ppaf p^af' 

~~(i^ 0^ ~~ 2^* “ W 

etc. 


TTinc igitur sequentia eiempla evolvamus. 


EXEJMPLUM 1 QUO /* = 0 ET v = 0 


Hoc casu erit 


Jf=l et S = 
unde facto x = l erit uMque 

af+i' = l. 
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EXEMPLUM 2 QUO ^ = 0 ET y = 1 
Hoc eigo casu erit 


rmde posito a: — 1 fiet 


Jf=-1 et B> 


^+J> — ^ 


lx 


lx 


-p. 


EXEMPLUM S QUO ^ — 0 ET v ^2 
Hoc eiigo adLac ^ 

I,r 1 T, paf' 

M =1 et B— ■ 

Hinc ear^ posito a: = l prodibit ista aeqoalitas 


w* 




PP 
2 ' 


EXEMPLUM 4 QUO ^--0 ET 
Hie ergo manente ii'=l erit 


B 


■af 


~( 1 I J» I Pi>V 
V(la:)» (Ixy^ 2lxJ’ 


{Ixf \ilxy ^ {Ixy ^ 2lxJ 
qoare posito a; = 1 MbeMtor isia. aeqmtio 


af+J* 

Wf' 


^ I X PP\. jp® 

^ \{ixy Qxy Ti^J ~ 6 ■ 


Hawj mtem exempla. iaia in praw^ente problemate ocenrrunt, qnia signa 
/• et aeqnifalmt. 


EXEMPLUM 5 QUO /t == 1 ET v = l 


Hoc casu erit 




«+l> + l 


et R-^^. 

lx 
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tmde, cum 


fiat J' Edx= y* M8p, erit 



lx 


8x = l 


«+i» + l 
« + l 


9 


quod est illud ipsum theorema, quod non ita pridem inveneram et Geometris 
proposueram.^) 


Hoc casu erit 

manente 


EXEMPLUM 6 QUO ^ = 2 ET y = 1 
1 1 


M: 


«4-p + l n-rp + 2 


E 


lx 


Hinc igitur posito a: = 1 oritur ista aequatio 

J J lx « + l n + 2 

liaec autem veritas baud difficulter ex praecedente exemplo deduci potest. 
Gum enim in genere sit 


ideoque casu x = l 


J*8x J'Edx — xJ'Edx — J' Exdx 
E8x — J'E8x — J' Ex8x, 


ob = — erit ex exemplo praecedente 

atquo indidem loco n scribendo n-{-l erit 

sicque ipse valor inventus prodit. 


1) Vide notam p. 336. 


A. li. 
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EXEMPLTJM 7 QtJO /t = 3 ET r — 1 


Hoc ergo casa erit 


hincqne 


, , 1 ( 1 1 ) 

■^“2\»+|> + l n+j>+2 «+l) + 3/ 

j 1 7»+J>+l 2 , n+j> + 2 ■ 1 , w + P+3 . 
•P““ 2 B + 1 2^ « + 2 "^2 » + 3 ’ 


at pro i? habetnr adltac valor praecedens B — — — . Quare cum per 
propositionem supra allaiam sit 




itabebimus per simplex siguum summatorium 


,M+p + l ,n+p + 2 , ,«+p + 3 

J li « + 2 +* »+S ■ 


IXIMPLHM 8 QUO ^=-4 ET y — 1 


Hoc ^su erit 


! 

6 \ n -I-' ® -I- 1 


3 3 

1 a I ^ I ^ 


Mucque 


+p4-l «+p + 2 »+p + 3 w+J> + 


- L __-) 

w 4- « + 4 / 


fM0p 4- ■!■ I ”.±^-± j. — 1 Z ” +-P +i . . 


D^de, cum ut ante sit B ■■ 


J'dx J§sJdxJ Bdx = ijp8#»(l ^ a;)* 




»+l »+2 ^ M + S 


«+J> + 4; 
« + 4 


Superfluum autem foret indici ft maiores valores tribuere, cum £acta evolu- 
tione formulae (1 — 3sf‘~^ ex exemplo quiuto iidem valores essent prodituri. 
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EXEMPLUM 9 QUO ET y-2 
Hoc ergo casu erit 




hincque 


«+!>+ 1 


Pacilius autem hie valor reperitur ope redactionis generalis 

y* dpj' Mdp =pj' Mdp — j'Mpdp', 
namque ob M= erit 

SM,p-ir^^. 

deinde vero ob 

nr P ^ W + 1 

Mp = ■ , =1 1 r— 

^ w+jP+1 «+P+1 

erit 


f Mpdp^p- (n + 


r » +1> + 1 


unde colHgitur 

fgpfMSp-pl^^+(n + V)l^^^-p 
ut ante, ihim vero erit 


B 






(uy "" \Qxy 

hinc, cum sit J'Bdx ^^Pt 

(p^* 


4~ 1 
+ 1 


Lsosthasdi EmiEBi Opcnk osEisift Ii8 CSonuttcstsfacucs anftlyfecsw 


4« 



UBEBIOB mPLICATIO METHODI SINGULAEIS iJUPEE EXPOSITAE [42—43 




EXEMPLUM 10 QUO ^==2 ET y = 2 
Hoc eigo casa erit 


it-j-jj-j-l w-j-p-f*2 

Macqae 

fMdp = 

•/ ?i 4“ i w 4“ 2 

et ob superiorem redactionem hiac fit 


ideoque 


Mp 


P P 

»+j) + l n+2> + 2 


M+l , »+2 

n+j) -f-l M+2> + 2 


y Mpdp = — (« -j- 1 ) Z 


n + pi-1 
n + 1 


(w -j- 2) i 


m + P + 2 
M+ 2 ’ 


ita at iaxa mt 


- (« + 2)* 

qaare, cam dt 

J* BxJ" Bdx =J^^p J'Mdp, 

ob 

J* dxJ'Rdx -= J'EBx — J'BxBx 


at^oaMo Mac oriaada Set 


.(«+!-+ _(„+, + 2) 

n-f-l ^ >^4“2 


IXIMPLUM 11 QUO /4 = 3 ET y = 2 
H<k; casa @st 


bmc 



If-IL. 

2 \« + 1 


«+j> + 2 ‘ w + ij + s. 




rM8p^-l^t±Jt±l — ll!t±P±l>l,j^+P + ^ 

^ 2 »+l 2 » + 2 2 * » + 3 ’ 


n+j? + 2 . 
n + 2 ’ 
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ttun vero 


ideoque 


Mp 


(« + l) •|■(n^-2) -^(w + S) 


»+i>+ 1 ~ »+l» + 2 «+jp+3 


fMpep - - 1(« + 1) + |(« + 2) i(» + 8) 


consequenter 


J^dp J'Mdp = 






2 V' 1 ^ „ + 3 

Delude vero manente B, ut ante, qnoniaan srnnto a;*=l in genere est 

j' dx J'dxJ'Hdx = — ^)*> 

hinc resultabit sequens aequatio 

+ |(»+l' + S)!^i±f±^ 


EXEMPLUM 12 QDO ET v — 3 

Hoc igitar casn erit 

“1“ “1“ ^ 

et qida in genere wfc 

f&pf fMdp = ^pp f M8p — yp/ Xp^P+ yS ^PP^P> 
habebimns 


46 * 



CBEBIOB EXPLICAHO MITHODI SMOULAfilS ISTTIPEE EXPOSITAE [44—45 




f Mpdp =p — (n + 1) 

fMppSp = jpp — (n + i)p + (« + ; 


ex Ms colHgitor 


Itomde erit Me 


h/Mlp - i{« +i. + 1)* J («■ + l)f ■ 


, ^ _ af ( J_ 4- + -M.V 

(Ixf ^\Qx)*^Qxy^ 2lxJ 


Hmc igitor iwoltat seqnens aequatio 


f (Ixf /^((Ixf + {Ixf + 2lx ) 

= |(« +i» + 1)* - y(« + 1>- 

IXEMPLOM 13 QUO ET v — 3 


Com hoc cast} dt 


«+ij + i Mq-i) + 2’ 


qraiersMr 


J'ipJ' 9p j' W8p =» yPpS — TP + yS 

top _ _ z^±£±l. 

J ^ B+l n + 2 


Pan® ob 

Wm rac ^ I 2 

»-f-jr-f 1 m+jj+2 

€®it 

jMpBp („ + l)jit±£«+(„ + 2)iit±|^ 

6t:- 

fMppSp {„ + l)j, + („ + l)= 1 1±|±1 + („ + 2)p - (« + 2)' i^±^. 
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unde fit 


fepppfMSp _ |(„ + j, + 1). in±^ -!(»+,+ + 1?. 
Deinde manente B ut supra erit j‘dxJ'Bdx=J‘Bdx(l — (c), unde colligimus 


i{« +i. + !)■ - 4{« +J, + 2)> + ip. 


n + 2 


' SCHOLION 


Ad illustranda liaec problemata loco V alia functione determinata praeter 
P'=af'^ uti non licuit, propterea quod alia huinsmodi forma non constat, 
cuius omnium ordinum integralia ex variabilitate ipsius x oriunda re ipsa 
exMberi eorumque valores casu a; = 1 dari qneant. Hie enim ob nuUnm 
plane usum memorabilem reiici convenit tales formas F=X+Pet F= XP, 
ubi X significaret functionem ipsius X tantum, P vero ipsius _p tantum. Sin 
autem in unica integratione ex sola variabili x nata acquiescere velimns, 
praeter formulam bactenus tractatam af*'*’*’ etiam duae sequentes in usum 
vocari possunt 

^ l-a:** 


quandoquidem ostendi utroque casu valorem int^ralis V sive J* Vdx casu, 
quo pordtur a: = 1, admodum commode per functionem solius p exprimi posse, 
postquam scilicet integrale ita fuerit sumtum, nt evanescat posito a; =» 0. lam 
dudum enim demonstravi*) sub his conditionibus fore 


*) Videatnr Dissertatio Dl. Eolkei: Be vcUore fortmdae inteffrdis 



1±«" 




ds 


cam, qtw pod infegraMonem pom&m* Nov* Commeiit. 


T. HXJ) 


1) Quae dissertaiio est Oommeiitatio 462 (indids Ehestkoemiaki), Leonsarbi Euleri Opera 
omna, series I, toL 17, p. 358. A. L. 
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UBEEIOB EXPLICATIO MITHODI SIN6ULAEIS imPEE EXPOSITAE 


I 

n. 


J 1+X^’‘ 


2n cos.^ 


np 




l-a:*” 


5a; = • 


3E , wp 


Qnamobrem operas pretium erit bina problemata 11 et IV etiam per 
Tn nlaR illoskac©. Ex ntioque sdlicet problemate sumto iudiee (i — 

dedaxinins 0 = — -F, tom Yero posito x = l fecimus Q = M, unde 
mulaa prioris perjmteo erit 

Jf= 

2«eos.^ 


casu postmoris formuli^ 

M 


— tang.— • 

2w 2n 


Pro altera autem littera B in problemate secnndo erat J? = — -F, 
formula prima casu v = 1 erit 


et pro posteriore 




B- 


1— flC** 


lx. 


Deinde ¥ero sumto >'•=2 erit pro priore formula 


et pro postaiore 


J8- M 


B' 


l+®*« 




SjuBili modo ramto y' =• 3 erit pro priore formula 



7? = 


l>ro posteriore vero 

jti- *= 

7? 



= 



[46-47 


has for- 
1 primo 

casu for- 


unde pro 
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Atque adeo in genere pro omni indice v erit pro priore forma 
pro posteriore vero 

B 


1 +2;*” 

2;»+p-l ^-p-1 


1-x^ 


(ixy, 

(ixy. 


Ubi signa superiora valent, si y nmnerus par, inferiora vero, si impar. 

Pro quarto autem problemate, ubi quantitas B per integrationes definiri 

fv 

debet, cum sit B = — -Y, reperimus sumto v ==1 pro priore formula 

pro posteriore vero formula reperitur 


B 


4- 1 _ 2a?- 1 


(1 — 

Sumto autem v = 2 babebimus pro formula priore 


pro posteriore vero 


sive 


B 

B = 

B^ 


a;» +i' - 1 -|_ af -i" - 1 — 2 ^ 

2af'~^p 

{l-a^")ilxy ~ lx 

— 2af^~^plx 


{l-x^’>){lxy 

Deinde vero sumto y = 3 erit pro priore formula 

— 2paf~Hx 


B ’ 


et pro posteriore formula 


(1 + **”)(?*)* 


(1 — x®")(la:)* 

Sumatur porro »' = 4 ac reperiemus pro formula priore 

jj-n+p-l — !jf‘-P-'‘-— 23 f~^—pp 3 f~^{lxy 


B 


(l + a^’')(lxy 
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xmmdn fiXPLlCAtlO METHODI SKGTJLAEIS ntjpeb eEposh^ae [48-4^ 


pro posteriore vero 

1 4. a--j>- 1 _ 2|)a-- 1 ^ (Za:)* 

-B= 

Somator porro y = 5 ac habebimus pro priore formula 

^+,-1 2p*»-iZa: — -|-p*iC"-^(Za:)* 


B 


( 1 +®*“)(i*)® 


ei [pro ^»fc«riore] 


M 






Sit y-=6 eritqae 


^+F- 1 + af-p- 1 — 2 af - ‘ + yP*(^^)*+ 

JJ= (l+ar*»)(Zx)® 


B. 


a-+P-J _ 2af-‘ (pZa: + yl>®(Z®)*+ 

' (l-ar*»)(Za)* 

et Mnc lex iam satis elueet, qua sequent^ valores progrediuntur. 

CO:5^SIDEEATIO AEQUATIOOTS 


f 


's^+f+af'-p dx 
1 X 


a xp 

— sec.^^ 

^91 %% 


Quo^i He brevitatis grHia ponamns Af==^ sec.||, primo casu x 
ex problemate secimdo derivantur s^jueutes aequalitates 


»-/- 

/ 


dx j dM 

lx = “"T » 

X dp 


IL 


in. 


l + a:*“ 

1 + a^" a: 






ddM 
' ap* " 

a»jf 


/ 

dx„ o*Jf 


l + a:®* - gp* ’ 

xi>4.a»-i. oxfj ^ 




etc. 
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At vero ex problemate quarto prodeunt sequeutes aequalitates 






CONSIDERATIO AEQUATIONIS 

J 1 — ic 2n ^ 2n 


Ponamus Me distinctionis gratia ^tang.|| atque ex problemate 

secundo nascuntiir sequeutes aequalitates 


T 



. — ia; = 

dN 

1. 

f 1- 


X 

dp* 

TT 

far+p- 


.—(IxY = 

ddN 

JLL. 

f 1- 

-**• 

a, 


TTT 

raf'+p 

+ af-J’ 


iYN 

ill. 

J—r- 



8p^ ' 

T'U’ 

raf^+p 

_®«-F 

II 

e 

1 

1 

6* A" 

IV. 

€ 

1 1- 

-s** 

a: 

cp* 


LBOiTHAEBi IcuEBi Opera omnia Iis Ck>mmentalione8 analjlicae 


A1 
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UBESiOE EXPLICATIO METHODI SINGULAEIS NUPER EXPOSITAE [51—52 


VoniiQ ex theoreaaate quarto sequentes resultant aequalitates 




I . — = Jmp , 




■I 


in 


— 


r* + 23 f (l + 1 - 


ex 


1 — 








V./ 


1 ®{te)* 

JE“+J'+ af - 2i* (l ^ i:p Ixf) 


1 — X** 


-fipfspfdpfdpfNdp 


etc. 


In Ms scilicet formalis quanMMte M et N spectantur ut functiones ipsius 
p atque ex eins variaMEtate tam differentiantur quam integrantur. 

Ex Ms igitur abunde intelligitur omnia, quae super boc argumento a 
me non ita pridem*) sunt prolata, tamquam casus valde particulares in prae- 
senti tractatione conianerL 

SGHOLION 

Fonnulae autem istae sequenti modo succinctius exMberi possunt, ad 
qm^ intelligraidsa notetur in formuEs ad sinistram positis valores integraEum 
«ETO extendendas ab x = Q ad a; = l, in formuEs autem ad dextram positis 
qnantitatem p spactari nt TariabEem et int^ralia ita capi, ut evanescant 
pomto p = % tom Tero loco ^ Etteram p seribi, ita ut q sit character 
anguE r«E. ffis %itar praenotatis ex integraii priori 


f 


+ dx o pm 

^ + 2 ir® X' '■% n 


per differenEationem sequentia deducuntur 


1) Confer Commentstiones 463 et 464 volumiBis praecedentis. A. L. 
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I. 

n. 

m. 


/: 


1 

1 

A 

CX 

1 


8 sec. 

P9 

a:^ + a:“’' 

X 

t wv — 

ncp 

y 

'xf + x-f 

€X 

X 

w= 

= P 

ncp^ 

sec. 

i>C 

y 

» 

V — X--P 

dx 

(IxY - 

_ Q 

^ dAf^ 

!>(» 


X 

{LX) ~ 

" w2p* 

1/ OCJU. 

> 

n 

V + a:-^^ 

dx 

(IxY - 

P 

/Y QAA 

Z? 

af' + xr” 

X 

{LX) - 


£/ DtJO. 

n 



etc.. 





per integratioiLein vero sequentes aequalitates oriuntnr 


I-/ 


— dx 


+ xlx 




sec. 


PQ 






etc. 


Ex altera autem formula integrali priucipali 

r 3!f — x~>‘ CX Q 
J 3^—X~’‘ X 


X”- 


— tang. — 

n ° M 


per differentiationem nascuntur sequentes aequationes 


3P + xrf CX I Q c 1. PQ 

i — lx =— j— ^tang.^'^, 

af—x~* X ntip ° n 


— CX 


i/: 

UL ^*x* + iC“P 8x 

IV 


J X ('*)■ *““«• f ' 

1 ? 

J® 


af — x" 


etc., 


4 T» 




Deniqiie circa omiies lias mtegrationes notari operae erit pretinm, si inte- 
gralia ad simsferam posite a tennino a; — 0 usque ad x — oo extendantur, 
tmn Taiores* daplo fieri maior^. 



miSTTOIEEA THEOEEMATA 
CIEOA FOEMULAS INTEGEALES 
QUOEUM DEMONSTEATIO 
YIEES ANALYSEOS SUPEEAEE VIDEATUE 

ConTentui extibita die 18. Martii 1776 

Commentatio 635 indicis ENESTROEMiAm 
Nova acta academiae scientiamm Petropolitanae 5 (1787), 1789, p. 3—26 
Summariam ibidem p. 61 — 62 

SUMMAEIUM 

Comme ce memoire n’est pas susceptible d’extrait, vri quil ne contient qne des for- 
mules integrales, nous nous conteuterons d*indiquer la source, ob rimmortel Auteur de ce 
memoire a puise le grand nombre de Tbeoremes qu*on y trouve exposes et rediges en 
quatorze ordres ou classes. Oes Tbeoremes sont tons deduits de la consideration: que si 
ron designe par la lettre P I’int^rale de la fonntile J'Vdx, prise depnis le terme a: = 0 
jusqu’a un certain terme determine a; ~ i, comme la variable x n’est plus contenue dans 
la quantite jP, elle pent etre regardee comme foncMon d’une autre quaniite p qui est ren- 
fermee en meme terns dgms la fonction et que de la on pent deduire, tant par la diffe- 
rentiaiion que par rint^ration, une infinite de formules integrales, toutes comprises entre 
les memes termes d’integraMon; par example: 


Par la diSerenMaMon: 



eks. 
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ECSrCMlBA THEOEEMATA CIRCA POEMULAS INTEGEALES 



Par I’integratioii: 


J'cxJ’ Vdp=J' Pdp, 

fix f jjjjVap = f dpfPBp, 


dpJ'Vdp^J'dpJ'dpj'Pdp 


eB premaat les iiit%rde# 


etc. 

f VSp et J‘P3p 


de fe^oD qa’ellrai emionissm^ en metiant p = 0. 

C'rai d’apres ee prindpe qne M. HuiiES traits, dans ce memoire, qnatorze formnles 
dont il BToit determine aQtrrfeis les iittegrales contennes entre les deni termes d’integration 
0 et ar=l on *■=• oo, dans on memoire insure dans le Tolnme precedent des 
Nonyeanx Actes*); et il en d^nit antant de classes de Theoremes remarqnables dont la 
demonsfaaiion directe paroit etre effeetiTonent an dessns des forces de I’Analyse. 


FondamOTtam toram theorematum in eiusmodi formulis integralibus 
J'VBx esb coiKiitutnm, qnaram Talor a termino x — 0 usque ad certum ter- 
Tumum deinifcum x = k per expresaonem fiidtam assignari queat. Quodsi 
enim istum Talorem littera P d^gnemus, ita ut sit 



"ab a;=0~ 
_ad x=k. 


= P, 


qmmiam ip^ variabilis a; in P non amplius inest, ea tamquam fonctio alius 
coiaspiam qnanMtalas jp, quae mciul in functione V contineatur, spectari po- 
terifc; tum autem sub ii^em integrationis terminis innumerabiles aliae for- 
midM integrales tam per differentiationeaaa quam per int^rationem, quemad- 
modum iaat aliquoties fusius exposui*), d^ivari possunt, quae sunt: 


1) Toir U note p. 375. A. L. 

2) Tide bsaprinais Commentaiionem 464 (indids Enesteoemiasi): Wova methodus guaniMates 
iniegrales dderminandi, Noti comment acad. sc. Petrop. 19 (1774), 1775, p. 66; Leowbardi 
Evleri Opera omnia, series I, vol. 17, p. 421. A. L. 
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Per differentiationem: 



etc. 


Per integrationem: 
j'dxJ'Vdp = j'Pdp, 
j'dxJ'dpJ^Vdp^ fdpJPdp, 

j' dx = S^pJ ' 
j‘ dx fspj'dp J' 9p j'vdp — f^pf^pf ^pf y^p 
etc., 

nbi circa integralia 

f Ydp et f P8p 

probe notanduin est ea ita capi debere, ut evanescant posito p = 0, quod 
etiam de integrationibiis repetitis perpetuo est tenendum. 

Cum igitur nuper*) plures huiusmodi generis formulas integrales J'Ydx 
in medium attulerim, quarum valores a termino a? = 0 usque ad terminum 
vel a; = 1 vel x — oo expressione Anita assignare licuit, ex qualibet earum 
formulas integrales tam per differentiationem quam per integrationem inde 
derivatas conspectui exponam, quas ergo secundum ordinem formularum piin* 
cipaHum, ex quibus sunt deductae, Me dteianguam. 

*) ITova Aeta Acsidemiae Sc. Tom. HI in DisserlaMoaie: Me&odm facS,is immimdi 
inteffrdle etc.^) . 

Quae dissmtatio est CommOTteiio 620 htiiiis TolTuninis. A, It 
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IjraUMEBA THEOEEMATA CIECA FORMULAS INTEGRALES 


[4—5 


OEDO PEIMUS 

THEOKEMATUM EX HAG FOEMA PEINOIPALI DEDUCTORUM 



^ 

2cos.d+:ir** 


ab 

-ad 



^ sin. ~ 6 
n 

- n • P 
n sm. 0 sin. — rt 


Haec iiite,gratio semper locum habet, imi sit j> — n>0; Ms igitur casi- 

bss exceptis ponamus bre¥itatis gmtia 

«sin-~ 6 

p= 

ifsiiL^sin.— Si? 

n 

tom vero etisan loco denominatoris of + 2cos.^ scribamus J, ita ut 
iam P spectaii possifc iamquaia funcfcio ipsins p’, quibus observatis per diffe- 
reHtiaiaoneiH hiac sajuentia tbeoremata derivantai* 


T 

fsf 

Bxlx 

ab 

X == 

0 *1 

_dp 

1. 

f ^ ■ 

X 

-ad 

X == 

ooj 

dp’ 

TT 


dx(lxy 1 

“ab 

X = 

0 1 

1 _ 

xX- 

& 

} ^ ■ 

X i 

-ad 

X == 

ooJ 

1 

Ml 

IIL 

« 

/?■ 

?x^xf 

X 

"ab 

-ad 

X = 

X = 

0 " 

OOJ 

II 

1¥ 


Bx(izy 

"ab 

X == 

0 ” 

_8^P 

Jl 1 * 

r ^ 

X 

Lad 

X = 

oo_ 

dp* 


etc- 


Per integratioaem antem inie seqaeaMa Hieoremata oritmtur 

J ^ xlx Lad X = .30 j J ^ 
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ffl./: 

IT./ 


'irP — 1 —plx — ^pp(],xY dx 


x(lx)^ Lad 


IZlhPi’fipp^p. 


af—1 —plx — {IxY — jp^jlxY dx fab a; = 0 


f Cd Ll] -fSpfitfipfFif 


x(lx)* Lad a: = oo. 
etc. 


Haecque theoremata aeque subsistunt, sive p sit numerus positivus sive 
negativus sive etiam integer sive fractus, dumne sit p — » > 0 et inte- 
gralia fP8p, J" dp fP8p, fdpjdpj Pdp omniaque bine dedneia ita capiantnr, 
nt evanescant posito ^ = 0. 


ORDO SEGUNDUS 

THEOREMATUM EX HAG FORMA PRINCIPALI DEDUOTORUM 




Of 


dx 


(1 + off X Lad X 


ab X 


0 ” 
ooj 




wnsin.— 

n 


Ponamus Me iterum denominatorem + a;’*)® = ^ sitque 

. p ^ 

tj^suL — sr 
n 

ita nt P iteram sit fnnetio ipsins j?, ac prime per differentiationem hmc de- 
ducentnr sequentia theoremata 


T 1 

r 3f dxix 

fab a:==0 ” 

1 ap 

^ J 

' J X 

Lad X s= oo_ 

5^ 

! 

J 

f if dxQxf 

“ab = 0 1 

aaP 

A X 

.ad a?=*= ooJ 

ai)* ’ 

m J 

l*af dx(lxy 

1 — 

o 

II 

^ ' 

_a»P 

A X 

-ad a?==ooj 

af*^ 

J 

r of Bxilxf : 
*A* X 

fab x=^Q 

^a*P 


ete. 


Leonhardi Euleri opera omnia I is Gommenlatifmea an^jfeme 48 
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EffiUMEEA THEOBEMATA CIECA FOEilULAS IFTTEGBALES 


[7-8 


Per inti^rstioEeiii aiiteni iitdfi sequentia tiieoreniata orixuitur 

T A 

J d xlx Lad a: — oo . 


V-1 “ 0 ] 

*x-^— 1— jila: dx 






etc- 


abi circa ist^ratioD.^ eadem. sont observanda, quae ante fuerant praecepta. 


ORDO TERTIUS 

THIOREMATUM EX HAG FORMA PRINCIPALI DEDUCTORUM 


fax 

af. 

Tab x = 0 1 _ 

®(f" -/■'") 

/ s 

3f'+{f+j) + 3r' 

Lad x = ooJ 

BITL^X 


PoBajaiis Me iteram pro denominatore 

d = scf -\- (f + jc""; 


tnm Tero sit 


i{p-f -) -/~") 


«(/*— f"*)nn--~« n(ff—l)sm.^x 


His p0si& nt <mte per diflFerentiaiionem seqnentta tbeoremata dedncunttir 


1. 

r Bztz 'fab 
/ zf X Lad 

x=0 1 

iP=OQj 

dF 

~ dp ’ 

n. 

c 

dzQxyish 


ddP 

J jd X Lad 

x=<x>J 
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j Taf’ dx(lx) 
’ J ^ X 


i3 r. 


ab a; = 0 
.ad ir = ooJ 


d^P 
df ’ 

1 ao iP=»=u I ^P 

X Lad x^coj dp^ 


dxQxY fab x^O 1 


etc. 


Per integrationem aiitem eliciuntur sequentia 


-/■ 


a;P — 1 dx 
xlx 




ab a; = 0 
Lad 


x^-l^-plx dx 


A xQxy 

5^—1 —plx — \pp(lx) 


ab a:==0 
.ad a; = cx>. 


=fdpf8pfF8p, 


dx fab a; = 0 
x{lxfbad a; = oo 


— 1 — pZa; — ^pp (Ixy — 




X 

etc, 


Ilbi denuo eadem sant observanda, quae supra sunt praecepta. 


OEDO QUAETUS 

THEOEEMATUM EX HAC EOEMA PEINCIPALI DEDUCTOEUM 


fdx sf + arP 

ty* 

11 

f X 2 eos. 6 + 

..ad a:=l„ 


% sin. — 8 

n 


Statuamus Me iterom 


J = af‘ 2cos.^ + x~’‘ 
P= 


x sm.—8 


nsia.6 sm.— X 

n 


ita ut P tamquam fonctio ipsius p spectaxi possit; ubi prolje notandum ^t 
hunc valorem integralem subsistere non posse, nisi mt jp<« ideoque fractio 

48* 



3^ INNUMEBA THEOEEMATA CIEOA FOEMULAS INTEGEALES [10—11 

~ unitate minor; atqne sub iisdem conditionibus per differentiationem se- 
quentia bine deducimtur theoremata 




dxlx 

'ab 

x===0'~‘ 


L 

1 ~ J 

X 

_ad 

X^l- 

_ 

dp ’ 

n. 

c. 


dx(lxf 

“ab 

x^QT 

ddP 

} j 

X 

^ad 

x=-l} 

~W' 

111. 


dx(lxy 

“ab 

ar = 0“ 

_ a=>p 


f A 

X 

-.ad 

x=^l. 

dp^ ’ 

T¥ 


dxilxf 

“ab 

x=-0~ 

a*p 

if* 

t/ 

f A 

X 

Lad 


dp* 


Per integrationem autem coUiguntur sequentia 

etc. 

Quodsi eadem int^ralia extendantur ab a; = 0 ad a:==<x>, eorum valores 
duplo e¥ade®t nmoim 


OEDO QUINTUS 

THEOEEMATUM EX HAC FOEMA PEINCIPALI DEDUCTOEUM 

/ ix xf + ar^’ |"ab a: = 03 xp 

X ■ V»(l-F®*)» Lad ar=lJ “ 

n 


Statiumms igitar Me pro denominatore 

j = a:— (I 4- af)* 
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sitque 


P = 


%p 


nnsm.'^x 

n 


ita ut F spectari possit tamquam functio ipsius p, ubi perpetuo fractio -- 
imitate minor supponitur; quibus positis per differentiationem sequentia 
nascuntur tbeoremata 


T 


dxlx ] 

[ab 

a; ~ 0 

_ 1?. 

I. 

t 

1 zJ 

X 

Lad 

iJ 

bp ^ 

TT 

l‘x» + x-f 

dx(lxy 

[ab 


ddP 

JUL. 

« 

} ^ 

X 

Lad 

x^lj 

dp^ ’ 

m. 

ra^ — ar? 
/ ^ 

dxQxf 

X 

fab 

Lad 

i II 

II 

lY. 


dxQx)* 

'ab 

x^QT 

\__yF 

c. 

I zJ 

X 

^d 


isp* 


etc. 


Per integrationem vero sequentia deducuntur 


'■/ 

'•/ 


xP^x'~'^ dx 


x=^Q 


^ xlx Lad X 






a:(Za;)» 

\ 

x{ixy 




etc. 


At si baec integralia ab a: = 0 ad a: = oo capiantur, eorum valores evadent 
duple maior^. 
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[13—14 


OEDO SEXTUS 

THBOBEMATUM EX HAG FOEMA PEINCIPALI DEDUCTOEUM 


/ 

Stataamus 


cx 

X 


Xf + X-f \ 

'ab s=*Ol 

/ p p\ 

V 


.ad s— iJ 

„ (^1 _/•-!) sin. 


et sit 


^ + (f + }) + ^ (if + f) (^’‘ + j) 


obi itarom fractio ^ miitete minor snpponitar. His observatis per differen- 
tiationem coQigimus 


I ^xlx Tab a: =^01 ciP 

'J ^ X Lada:=lJ gp ’ 


ScP 

df' 


JJ dx{lxy Fab a: = 01 dc 

‘ J X Lad a: = 1 J gj 

m f — dxQx)* Fab x-= Ol c*P 

'J xt X Lada;==lJ gp* ’ 

lY /* dxQix'f 'ab a: == Ol c* 

' J xl X Lad a; = 1 J gi 


P 

gp‘ 


etc. 


Per int^rationem autem seqnentia tbeoremata nascuntur 

J /! ms Lais — IJ' J 

IT. -3 


etc. 
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Quodsi haec iategralia ab x=0 ad a;=oo extendantur, eorum valores emnt 
duplo maiores. Ceterum Me perspicuum est qaantitatem f esse debere po- 
sitivam, quia alias potestates f-' fieri possent imaginariae. 


ORDO SEPTIMUS 

THEOREMATUM EX HAG FORMA PRINCIPALI DEDUCTORUM 


o 

o 

"ab 

% e® - 

-e * 

/ X + 2 cos. d + x~” \ 

x==^lJ 




Statuamus Me itenim pro denominatore 

^ == -1- 2 cos. 6 

sitque 

P ^ ^ 

T> ^ — e * 

'^2nsin. d Ljt - 

quae 6rgo qnantitas ifcerum nt functio ipsins p spectari potest; iibi autem 
noil amplius necesse ost, nt firactio ^ sit mutate minor. Hinc igitnr per 
"differentiationem sequentia derivantnr theoremata 


I. 

r sin. plx 

dxlx 

rab 


\ aP 

f J 

X 

Lad 

x=l^ 

i dp ’ 

11. 

C cos, plx 

dx(lxy 

"ab 


aaP 

f J 

X 

_ad 

=- iJ 

“ a/’ 

HI. 

r sin. plx 

dz(ixy I 

[ab 

a: = 0"j 

= + ^, 

f d 

X 

Lad 

x = lJ 

^ ap*’ 

IV. 

r aoa. plx 

f d 

dxQxf 

. X 

“ab 

_ad 

x^l^ 

. a*P 
! — + ap* 


etc., 


1) Si qBaaMtas f est EOgatiTa, mtegraiia hoe Talent. 


A, L. 
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per int^iationem vero 


r, JMM. 


f — pIX’^sm.plx Bx 

J 


■x{lxf Lad 

etc. 


*i 3 -flpfipptppfph 


Haec igitur integiaim si ab ic == 0 ad a; = oo eitendantur, iterum duplo 
fiont maiora. 


OEDO OCTAVUS 

THEOEEMATUM IX HAC POEMA PEINCIPALI DEDUCTOEUM 

/ ix cos. pi® fab a: =01 ^ p 

^ ar'fof + l)* lad ar— iJ nn -L„ 

e» — c " 

Statoamus Me pro denominatoxe 


^ = ar*(af + 1 )’ 


nn t-i 


akgm& -pet differm&tionffii bine dedneentur seqnentia i^eoremata 



am. pis; 
~~2 


2a:i* fab ®=0~ 
X Lad x= 1_ 


dp ’ 



agp 

gj>*’ 
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ni. 


/sin. plx 

___ 


ixQx'f 


Lad 






r mn^plx dxQxy'T^ih a:==0“ ^ 

* J ^ X Lad x^ iJ ^ c 

etc. 

Per integrationem vero elicitur 


dp^ 


J Bimplx dx 


n. 




— QOB.plx dx 


x(ixy 


3 


ab iE = Ol 

Lad X‘ 


m- ::a 

^ iz’‘;\-fippppp^p. 


ab aj =-0 


V r —plx + gin. j>?a; dx 

J A x{lxf Lad X 

etc. 


= i] ^Pf P^P 


OEDO NONUS 

THEOEEMATUM EX HAC FOEMA PEINCIPALI DEDUOTOEUM 


fdx 

J X 


empplx 


ic" + {f + |-)+a:-» 


ab a;==Ol 
Lad x^lj 


2 s sin. — If 

m. • 




Statuatar 

I 

sitqne 


^ = ^ + (f+ j) + 




p= 


2s sin. — If 

It * 


'ImmMABm Esumi Opera omnm Ins a^aljiieae 


40 
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[18-20 


atque hint per differentiationem sequentia prodetmt theoremata 




I i 

f siii.pl j: 

dxlz 

fab 

a:==0" 


8P 



J 

J 

X 

Ud 



dp ’ 



“•j 

Ctm,plx dxQxY 

A X 

”ab 

jad 

x^(f 
a; = iJ 

== 

d8P 

8p^’ 



m.J 

J 

x(ixy 

X 

”ab 

jd 

x — 0~ 

a: = l- 

== + 

c^P 
op* ’ 




\m,plx dxQxy 

^ X 

"ab 

-ad 

x^QT 

x^l^ 

= + 

a*P 

dp* 





etc 

•f 




per int^rationem 

vero 







1. 

psin-plx dx 

“ab 

-ad 

-/pap, 




n. 

ft— 

J J 

dx r ab 
x(lzy Lmi 

a: = 01 
a; = ij 

=/ fpsp, 


HI. 

f 

~,slB.pls dx ["ab 

^ a:(ia:)* Lad x == 

a- 

^fipfipf p^p> 

IV. 

Jippilxf— 1 

+ €0S.pIa? 

dx 

ab 

-ad 

x = 0 

x — 1^ 

\-pPpl 


etc. 

Hie maQif<KfcBia est qnaoMtatem f Begativam accipi non posse, quia alias") 

iani ipa fimetio P fieiret im,^n^,a.r ia., 

Adiongainns hk theoremata simplido^ quae ex hactenus allatis nascun- 
far, dum aagalus d sumitur rectus, at sit c<». <9 = 0 et sin. ^ == 1. Hinc ei^o 
sequentes ordines adiiciamus. 


l) Tide Dotam p. 383. 


A. L. 
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OEDO DECIMUS 

THEOEEMITUM EX HAC POEMA PEINCIPALI DEDUCTOEUM 

rdx pab a; = 0 1 tc 

J X Lad ar= ooj “ .2ncos.^ 


et 


Haec forma scilicet nata est ex prima sumendo 6 ■■ 

A = aj"” 


tmde posito 


P = 


2»cos.-^ 


nascimtor eaedem formulae, qua« in ordine primo sunt allatae. Hie autem 
imprimis notari meretur, quod integrale j' Pdp per logaritlimos exMberi potest; 
erit enim 

2n 

quod integrale ita est sumtum, ut evanescat facto p = 0. 


OEDO UNDECIMUS 

THEOBEMATUM EX HAC FOEMA PEINCIPALI DEDUCTOEUM 



of + arP fab x = 0“ 
X’-\-x~’‘ Lad a:=l_ 


a: 


2 » cos. 




Hie scOicet ordo natus est ex quarto ponendo 6—^; quamobrem statuamus 


et 


a: * 


P = 


X 


2»eos. 


2 m 


eademque theoremata inde nascuntur, quae supra pro ordine quarto sunt 
allata, ubi ergo iterom commode usu rmd% ut sit 


49 * 
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m 


OEDO DUODEOIMUS 

THEOEEMiTUM EX HAO FOEMA PEINCIPALI DEDUCTOEUM 


/ dx ["ab jg — Ol ^ ^ 

TV + ar» Ud = 

Qiiodsi ei^o stataamiis 




et 




( if: ^if \ ^ 


ead^Hi piM0 thsoiBiiiatei bine oiiimtur, qtia.8 supra pro casu septimo suut 
^lata. Hie autem itemm uotasse iuvabit integrale J*P8jp revera exhiberi 
posse. Cum euiui sit 


fPSp- J 

2 «[«*■■ + e *"/ 


ponatur = ji eritqae 


Sit poiTO e* ==■ erit 8w *= Mueque fiet 


fpep-f: 


cv 

l + vv 


■■ A tang. v\ 


qnare retro snbstitnendo habebimua 

JPdp = A tong, e*" . 


xp 


D@iiqne adhoc roferamns formnlaa illas int^rai^, in qnanuu denomi- 
nateie erafc 1 — qnas qnidem iam olim^) breidter teiagi, nnne autem 
uberins evolvam. 


l) Vide L. Ef LEia Commeatationem 4S2 (indids iNESTEOBiiiAja): De valore fonmilae inte- 

iu€^ pod miegraftmem jponitur ^^1, ISTovi comment, acad. sc. 

Fetrop. 1# 1 1774)5 177^5 p. S; Zeomrambi Eulerj Opera amma^ series I, voL 17, p. 358. A, L. 
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ORDO TERTIUS DECIMUS 

THEOREMATUM EX HAG FORMA PRINCIPALI DEDUCTORUM 

J X :c=-lJ 2n ® 2n 


Hie igitur iternm statiiamns 


efc 


^ x"" — x'' 




atque per differentiationem nanciscemiur s^uentia theoremata 


L 

'ft. 

fx^ + x^^ 

1 z/ 

dxlx 

X 

"ab 

Lad 

II II 

J-* ^ 

II 

U. 

c 

!? 

1 

I 

dx{lx)* r ab 
X Lad 

II II 

r ®, 

ddP 
~ dp* ’ 

m. 

t 

fx^ + x^^ 

dx{lxy 

"ab 

aJ^O” 

0»p 

1 J 

X 

_ad 


-a/’ 

lY. 

t. 

fx^—arP 

dxQxY r ab 

a; = Ol _ a*P 

f A 

X 

Lad 

a; = 1 j dp^ 


etc. 


Integratio autem seqnentia suppeditat 


II 


f 


J 


dx 


in + ar-*- - 2 — \pp{lxy 




etc.. 
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[23—24 


abi iteram notetar formulam integralem J P8p actu exhiberi posse; erit enim 


_ j ‘x8p 
in 


J ^ taag- 


3Cp 




icp 


Hie probe notandum est firactionem semper esse debere unitate minorem. 


ORDO QUARTUS DEOIMUS 

THEOREMATUM EX HAC FORMA GENERALI DEDUCTORUM 


pSt ^ p7t 

/ dx ebuplx fab a:=0'] x e *” — 6 

* — Lad = 4» +A2 _iif 

e »» 4-e 

Statoatrir igitur at hactems 


efc 


J == 3/“* — af 

, P« 

^ ^ g 2« 

g*» lx 


atqne differmtiaMo nobis praebebit seqnentia theoremata 


L 

f ms^pls 

dxlx 

fab 

a; = 0 

ap 


f A 

X 

Lad 

x = l„ 


B. 

f ^plx 

f ^ 

dx{lxY 

X 

fab 

Lad 

a? = 0” 



HI 

m 

fcQS.pIx 

cxfixy 

fab 


S^P 

f 

X 

Lad 

X ■===!-. 

dp^’ 

IV. 

r BJILplx 

cxQxf 

fab 


1 , c*P 

f ^ 

X 

Lad 




etc. 
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Per integrationem autem impetramus sequentia 
, ri—cos.plx dx Fab x — OTi 

J U .-iJ 

ni- [S ::?] 

etc., 

ubi iterum commode evenit, ut J'Pdp exhiberi possit, siqnidem habemus 


fpet-J- 


^ dp e 


pst p ^ 

'"«nr 


4n 

gS% 


e-f — e+9 


Ponatur enim ^ = <p eritqae 

abi denominatoris differentiale est — e~’fd(p, unde concluditur 

fPdp = — zy(e'p + e-'O + C, 

quae constans C ita assumi debet, ut integr^e evanescat posito 9 = 0, 
unde fit 

2 




p» 

e*" 4-e’*’’ 


Hie autem perinde esiv utrum ftactio maior sit minorve unitate. 



COMPAEATIO VALORUM FORMULAE INTEGRAUS 


A TERMmO * 


A 


x^-'^dx 


f(l— of)— ® 

0 USQUE AD ®=l EXTENSAE 


CoaTeEikii exMMta die 10. Octobris 1776 


GommOTilatio 640 in^ds Enesteoemiani 
Hot® aei» aeaismiae scian&mm Fetropolitanae 5 ( 1787 ), 1789 , p. 86 — 117 
Simumriiim iMdeia p. 69 — 72 


SUMMARITJM 

Si ims la foOTule exp^see dans le Mke de ee memoire, oil p, q sont des nombres 
enMers posiMfs, on ionn^ ponr diaqne exposant n, anx p ei q toutes les valeurs possibles, 
H m mat des foimnles^ Ini^rai^ doni 1^ Yalenis ont entre ell^es des rapports remarqnables 
et lelfi a qnelgnes-nn^ de «»s fominles sont connnes, on en pent dednire les valenrs 
de tonfef les aatres. Fen M. E^unES a¥oit deja demontre dans son Ccdcul Integral, To-m. I, 
Cl»p. TUL.*) plimenrs ie ces rapports, msds d'nne maniere bien eloignee d’epniser le snjet; 
a m propose ime id i'employ or nne meiiiode plus feconde, moyennant laqnelle on pnisse 
wsigner tons les rapports de « genre et emcMr TAiialyse d’nne infinite de nonTeanx 
TftioreniM.. 

Qndfne InnoiEbraMe qne wit la multitude des eas qni paroissent devoir naatre, lorsqne, 
pour eliaqiie exposant on donne mix p el q tontes les valenrs possibles, on ponira ponr- 
t«a^ qnelqne grandes qne :sofeiil vaienrs de et g,, rednire 'tons o©S' eas a d’anties, -on 
les p et f soul dimlaiies de la qii»tiM n, d OTitinner 'oette ' rednetion Jnsqrfa ee qne tant 
p qm f soil pins petit qne n, Ainsi cette mnltitnde de cas se reduira pour cbaqne ex- 
posant » a nn nombre fort modiqne et determine. 


l) Yoir la note p. 394. 


A. L. 
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J 






X*)' 


393 


Le prmeipe qui sert de fondement a fcontea ces comparaisons, et que M. Eulek n’a pas 
manque de demontrer solidemeni^ est que 


r f x“-*3x 

r ^-'^dx " 

^ ! 


•J >^(1—3^)*-“- 

r /* x“~^dx 

r x'“^sx 1 

X 

Ul/(l-x")-' ■ 

JV(1 


Vii—s^y- 




dx 


y(i-x")" 


OH 


ou 


A 


^c— 1 


dx 




r ^ 

JV(i- 


V'(l-x^)''-“-“J 


rapport que T Auteur represente ainsi: 

(a> 6) (o + 6, c) = (a, c) (a + c, h), 

et ce symbolisme ltd facilite iTifiniment les comparaisoiis a faire. 

M. EuiiEE parcourt done snecessiTement sept eas differens, en commeiifaEt par a 
et finissant par ii + 6 = 9, ce qui ltd domie sept classes de Talenrs, qtd comprennent en 
tout 39 fonntiles. Enstdte il examine la formnle generale proposee selon les differentes 
Taleurs de rexposant n, deptds if = 3 jusqn’a w = 7, ce qni forme cinq ordres differens de 
rapportSj qtd fonmissent en tont 50 fommles integrales, parmi lesqnelles il y a de fort re- 
marqnables. On y troiive par exemple les egalites stdrantes:^) 

3]/a^ 

== 1 / 2 , 


r ax 

^ xdx 



r dx 

r dx 

J 

J y(i—x*) 

r xdx 

r xxdx 

J fo -x'^'* 

J f(l— xV 


= 2. 


Et qnantite d'antres non moins remarqnables, tontes pour les termes dmtegxation x = 0 
et 

Dans ebaqne ordre ii y a done mx certain nombre de formnles mt%rales qtd penTeit 
etre ^xprimees on par des qnantites circnlaires, on par des qnantites transeendantes qni 
dans toa d^ ordres preeedens ont ete cirenMres, on bien lenrs valenrs seront composers de 


1) Editio princeps: On f ^oune par example les vedeurs des prodmis smmmmi 

xdx 25 r 


— **) sys ’ 

y dx y dx ,/„ 

^ xdx r s 

J f{3 


X*) 

mxBx 


1 — 


'CJorr%4 par A. D., 


Euim Opara onmia lis Goznm^tatioxiefi analjMcae 


m 
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CjaaitiMs cireaMrfi et traasceBdantes. Et en regardant comme eonimes les formules trans- 
f|i3| fJani les ordres preetyens ont eu des yalexirs circtdaires, on sera en etat de 
lietermiaer » letor aide loiites les aatres formules contennes dans Tordre qn’on traite. 

Afin de ne rien laisser a desirer dans ces rechercteSj FAntenr donne a la fin de son 
Memoire me methode de determiner^ a pen pres, les Talenrs transcendantes des formnles 
inii^alw qn'mi est oblige de regarder comme connnes dans cliaqne ordre. II fant pour cet 
effcl, comme diaein integrer par serie, et pour les memes termes dlntegration, la for- 

mule inlegrale gOTerale annoneee dans ie tike dn pr&ent memoire. Mais comme la me- 
Ih'Ode ordinare ne fonmit pas de serie assez convergente, M, Euler s’occnpe a remedier a 
ce iefanl en cxprimMit par deux series Fintegraie de la formnle proposee, Fnne depnis 
* — 0 jBsqa'a a^== y, I’laitre depnis a^ = y Jnsqn’a 3? = 1, dont eliaeime est fares convergente 
et dont la somme dome la Tdenr reqnise poor les termes presents d’mt^raiion. 


1. In Ime formula litfcerae n,^etg perpetuo designant numeros integros 
positivos et pro qnolibet numero n birds litteris p Qt q omnes valores tribui 
concipiuntnr, ita nt bine pro qnovis numero » innnmerae nascantur buiusmodi 
formulae int^ral^, quarum valores plurimas ^egias relationes inter se ser- 
vant; unde si eorum aliquot foerint cogniti, reliquae omnes ex iis definiri 
qn^nl lam dudum*) equidem plnres buiusmodi relationes demonstravi; cum 
autem hoc aigumentnm turn temporis neutiquam exhausissem, nunc accura- 
tius in istas relations inqnirere constitui et eiusmodi methodum adhibebo, 
quae omnes plane hnins generis relationes sit exMbitura; Ms emm inventis 
iimumerabilia tteoremata condi poterunt, quibus nniversa Analysis non medio- 
®iter locnpleiari erit censenda. 

# 

2. Qaimiffla igitnr lioc modo pro qnolibet nmnero n ambae litfcerae p ot f 

mfiiiito s Taloi^ recapeiB possunt, ante o mni a Me observari convenit omnes 
bos innnmerabiles oteiis semper ad nninemm finitnm revocari posse. Qnan- 
tamfis eaim mnnm pro litteris p et f accipi^antnr, eos casns semper 

l) Tide L. Euleei Commeatatioiiem 321 (indicis Enestroemiasb): Obsm^vaUones drea inte- 
prmmUrum Melanges de pML et 

de matliem. de la societe de Turin (1762/5), 1766^ p. 156; Lkoneardi jEIuleri Opera omnia^ 
series toL 17^ p. 26S. Tide pono L. Euleri InsiUuiimmn cal(MU mtegralis voL 1, Pekopolil768, 
lecMb 1, cap- TUI; LMmsmBi Optra omme^ series I, voL 11, p. 208. A. L. 
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ad alios reducere licet, in quibus nnineri p ei q quantitate n fiituri sint di- 
minuti Hoc igitur modo omnes buiusmodi casus tandem eo redigi poterunt, 
ut ambo numeri p q infra exponentem n deprimantur; unde pro quolibet 
numero n eos tantum casus considerasse sufficiet, quibus litterae j? et g 
minores valores recipiant quam n vel saltern hunc limitem non superent. 
Hoc igitur modo pro quo vis numero « multitudo casuum, qui in computum 
veniunt et quos inter se comparari oportet, prorsus erit determinata. 

3. Quemadmodum autem ista reductio litterarum p et g ad numeros con- 
tinue minores institui debeat, quamquam id satis in vulgus est notum, tamen 
ad formulam praesentem accommodasse iuvabit. Statuatur scilicet baec for- 
mula aJgebraica 

i_ 

a:^(l — af)’ = F 

eritque 

ir-plx+U(l-a^), 

bine differentiando 


dV pdx q3f^~^cx pdx — {p-\-^3f'dx^ 

V X l—xf x{l—af''} ’ 

ubi si per V multiplicemus ac per partes integremus, orietur ista aequatio 

V=pjx^~^dx(l — a;”)” — (p q)J^x^'^’'~^dx{l — a:")* . 

Quoniaib igitur quantitas V pro utroque integrationis termino evanescit, bine 
adipiscimur istam reductionem 

J'x^'*'’'~^0x(l — ®") “ ) * , 

cuius ei^o reductionis ope exponens ipsius x continuo quantitate n diininui 
poterit, donee tandem in&a n deprimatar. 

4. Dmnde formula pro 

dV pdx — {p-\-^3f^cx 

V a:(l — af) 



x’’ ^Bx 
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inventa hoc mode referri potent 

cV (p + q)lx{l-ar} — qBx 
F~ x(l—x*) ’ 

qoae forma per V molliplicata ac denuo per partes integrata dabit 

9_ 8-” 

V=(p + q)fx^-^dx{l-x')’'-qfx^-^8x{l — af‘) " , 

OBd^ quia posito [s = 0 et] x = l fit V=0, oritur haec redoctio 

fx>-^8x{l — 3ff = f ax (1 - af)~, 

cuius reductionis ope expouens binoaiii 1 — af unitate minuitur sive, quod 
eodem redit, nnmerus q numero n imminuitur. Tali igitur reductione, quo- 
tas opus fuerit, repetita eiponens q tandem infra n deprimi poterit. 


5. Quoniam igitur pro quovis numero n ambos exponentes p et q tam- 
quam minors quam » spectare licet, formulam propositam hoc modo expres- 
sam repraaE^temus 


/i 


x^-^Bx 


y(l — a?*)»-9 


Hie sdlcei pro quovis numero n suffidet littms p et q omnes valores ipso n 
minors tribuisse, quo picto mulMtudo omnium casuum ad quemlibet expo- 
neaitem » perianentium ad numerum satis modicum reducetur, qui tamen eo 
maior evadit, quo maior fuerit eiponens ». 


6. Multo n^igis auton nnmerus c^uum diversorum diminuetur, si per- 
imodamus ambas litleras p ek q inter se permutari posse, ita ut huius for- 
mate 

1^(1 

valor ab iHo prorsus non discrepet. Ad quod ostendendum ponamus 




xf-'dx 


y(i — *“)»-« 


8, 
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si scilicet ista formula integralis ab a: = 0 usque ad a; = 1 eitendatur. 
faciamus 


ut formula sit 




‘xP~^dx 


lam 


JL 

turn vero, quia x’‘==l—y‘, erit a; = (1— «/*)■* bincque 


unde differentiando fit 


quo valore substituto erit 

p — n 

quam formulam ab a; = 0 usque ad a; = 1, boc est ab 2/ = 1 usque ad y = 0, 
extendi oportet; pennntatis igitur Ms ter m i n is erit 

ab y = 01 
.ad y = 

Sicqne demonstratnm est ambas litteras jp ©t y semper inter se esse permn- 
tabiles. 




-h 


yt-^eiy 


V(i-rY-^ 


1. His praemissis, quo calculos sequeutea magis in compendium redigere 
liceat, loco formulae buius int^ralis 


r a^-'^dx ^ r 

J V(l — 1 


x^-^dx 


./ )/(l — 


scribamus bunc cbaracterem 

(p, 4h 

ubi perinde est, sive p ante q slve q ante p collocetur; s^p^ autem^ hie 
certus exponens n subintelligi debet. Hie autem duo casus prae reliquis 
maiime memorabiles occurrunt. Prior casus est, quo numerorum p est q 



398 


/ % w " ^ ^ ^ 

y(l — 


[90—91 


alteruter ipsi exponenti n est aequalis; si enim faerit q = n, erit ex priore 
formala 

ijp,n)=J 

sicqae perpetoo habebimns 

(P.»)-y 

Mscqiie etiam 

(«,?)=— 

Alter casus notata digni^imus locum babet, quaudo p -^q = n, quo casu 
seraj^ est 

fism, ■■ f’ism. 

n n 


Ad boc osteadmidum sit q — n — p biueqne formula proposita 

Vfl-afW 


turn pouatur 




X 




et quia isf;-— — r- = '®^ 
^ /(l— a:*)*’ 


J X 


Ex &cta autem positione sequitur 


^r* = 


Mucque 
ergo 

ita ut iam sit 


1+J8* 

mix = nl 2 — / (1 + ^)j 
Sx Bm i^-^ds Be 


X s 14-^» at(l+^)’ 

J 1 +r“ 


Quia autem sumpto a: = 0 fit etiam z = 0, at vero sumpto a; = 1 prodit z = oo, 
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hoc integrale a termino ^ = 0 usque ad oo extendi debet. Notum*) autem 
est valorem hoc mode resultantem esse 'T'ji * 

n sm. - 


8. Progrediamur nunc ad ipsum fandamentum, unde omnes relationes, 
quas quaerimus, derivari convenit et quod reduction! priori innititur; unde fit 


r xP-^3x p + q r 

J v'd—xf^Y-'i o J y 


sf+p-'^Sx 


« 

ubi loco K(1 — scribamus X, ut sit 


rxP~^dx p + 2 Ci 

J X “ ~J~ J 


P + 2 


bine jam simili modo, si loco p scribamus w+-j>, erit 




• 3 ^+ 1 ,- igj. 


n+pj-q f x^'+p-^dx 

«+P J X 


hineque sequitur fore 


rxP~^dx p + q «+p + g r ^ 

J X p «+p J 


^P-'^CX 


X 


Quodsi simili modo ulterius progrediamur, perveniemus ad banc aequationem 
fxP-^cx p+i ”+P + g 2w +p + g f X _ 

J X p 2n+p J X 

Quare si hoc modo in infinitum progrediamur, babebimus 

'^xP-'^Sx p + q n+p + q 2»-i-p + g in-\-p + qJ ^x^‘'*'^^‘‘'^P~^dx 




X p M+P 2n+p 
ubi f denoiat mimetum mfiiiite magiiuni- 


in + p 


X 


1) Vide L. Ecmei CoBUBealatieiiem 60 (indicis E'hbsteoemiami): De 
m vmri^Mi qum^iedi wei&r 'Miseallansa BeroliiL 7, 

174S, p. i2i,, impriiiiis §62; Lmmmmm -Ope^m series I, voL 17» p. 65, Tide elaam 

L. Mfi T.TOf Tmtitutimium calculi infegralis vol. 1, Petropoli 1768, sectio 1, cap. TUI; LmMSAMi^i 
Mmmi Opera omnia^ series I, yoL 11, p. 208, imprimis p. 225. A- H 
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9. Quodsi iam loco p aliom quemctunque numernm r pariter ipso n mino- 
rem assHmamns, erit simili modo 

/ x''~'^dx »■ + ? M + r+S 2n-\-r + q jM + r + g ra:f‘+^5»+'— ig® 

X r »+r 2 »+r in + r J X ’ 

ubi Ittera i enDdem numenim infinitum designat, ita nt utrimque idem fac- 
torcm numeruB adsit. Dividamus iam priorem expressionem per istam, et 
quoniam extremae formtdae int^rate ob litteras _p et r prae (i + 1)« eva- 
nescente pro aequalibus inter se sunt habendae, fecta divisione per singnlos 
faetores reperiemus banc aeqnationem 

f x^~^dx : X 
f x’'~^dx:X 

^ ^Cp-f g) . (M + r)(»+p + g ) _ (2n-|-r)(2»+p4-g) _ (3w + r)(3«4-p + g) 

/ - g) " > -Tp'j-n -r — q/ {2»+j5)(2® + r+ g) ’ (3 m 4-p)(3w + r + g) 

B^tatmunns iam loco barum formnlamm int^ralium cbaracteres ante [§ 7] 
stabilitos atque adipiscemur istam relaiionem notatu dignissimam 

^P>g) ^ r(jp+g) _ g) _ (2n4-r)(2M+j) + g) ^ 

{r, g) ““ p{r + g) * M TiJ; ji — r - g) ’ (2n +p) (2m + r + g) ' ’’ 

qaod prodnctum ex infinitis membris componitur, quorum singula sunt frac- 
tiones, quarum tarn numeratores qnmn denominators ex binis factoribus con- 
stant. Hm fitctors singnlos eodem numero n augeri oportet, dum a quovis 
membro ad sequeas pw^redimur, unde sufficiet solum primum productum 
nose, quod ergo ita repi^sentabimus 

<P>g) __»‘( F+g) ptr 
(ng) P(»- + g) 

iO. %ioniam littmae ^ et g nobis numeros quasi indefiuitos significant, 
tttamnr Mtteris alphabet initialibus ad numeros determinates designandos 
wtqne eodw modo 

(g,ft) a (a ~ V) (»4‘<ie)(«4-o + &) . 

(ffi, b) a .c — h) (« — a)(«+ a + 6) ® * 

Hie iam loco a scribamus a c et productum infinitum banc induet formana 

(g» ^ (c -f c) (g -f- h) (» -f a + c)(h -{- a + i) , 

{a+c,b) a(a-j-€ + h) ' (n + a)(ni-a + 7+^' ^ *’ 
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in quo producto ambae litterae & et c manifi^fco permutari possunt, unde idem 
productum infinitum etiam exprimet valorem huins formae 7-%^, unde 
sequitur ism aequalitas maxime memorabilis 

(a, 1) {a, e) . 

(a+c,h) (a + 6, c)’ 

fractionibus igitur sublatis babebimus istud insigne theorema 

{a, h) (a + fe, c) = (a, c) (o + c, b) 

huicque tbeoremati univeraa analysis, qua utemur, erit superstructa. 

11. Cum ob rationes supra aJl^atas numeri jp et g exponentem » supe- 
rare non debeant, etiam in forma theorematis modo allati singuli termini ibi 
occurrentes, qui sunt a,b, e, a + 6 et a -}- c, quovis casu exponentem n supe- 
xare non debent sicque nec a -\-b neque a c maior eapi poterit quam n. 
Hie autem primo observo litteras & et c inter se inaequales statui debere; 
si enim esset c==h, aequalitas in tiieoremate expressa foret identica; banc 
ob rem perpetuo assumemus b> c, ite ut maximus terminus in tbeoremate 
sit 0 + 6, quern eigo exponentem n quovis casu excedere non oportet, quam- 
obrem evolutionem formae generaUs in tbeoremate contentae ita in classes 
distribuamus, quae inter se per maximum valorem termini o + 6 distit^uan- 
tur. Cum igitur nulla btterarum a, b, c nibilo aequabs sumi queat ac esse 
debeat b>c, minimus valor, quern terminus 0 + 6 reeipere potest, erit 3, 
in quo ergo primam cla^m constituemus; sequentes vero classes constituen- 
tur, dum tennino a + 6 valores 4, 5, 6, 7 etc. tribuantur. 


L EYOLTJTIO OLASSIS QUA a + 5 == 3 

12. Hie ergo nec^sario erit o = 1, 6 = 2 et c = 1, ita ut bic nulla varie- 
ias locum inveniat, unde theorema nostrum suppeditat banc unicam relationem 

( 1 , 2 ){ 8 , 1 )_( 1 , 1 )( 2 , 2 ). 

Dummodo igitur exponens % non fuerit minor quam 3^), semper baec inaig nlR 

1) Manifeston egb li&BC coniiiioBsm aecessamm non esse. A. L. 

LEomtBi Stum Open omuls I is 'Oomnisii^tiaiies axialjticae 


U 
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relatio locam habet 


/* f X3sdx 

r , 

f* xdx 

1 ^(1 J j 


1 

1 

r-C 


quae forma, quia in quolibet charactere terminos inter se permutare licet, 
etiam hoc modo repra^ntari potent 


/(I — < 




/(l-af)-- 


-^'fv 




n. l¥OLUTIO CLASSIS QUA a + *“4 

lA Qnoniam b binmio minor ^e neqnit, hie erit vel ft = 2 vel b = B. 
Sit igitnr primo h «= 2 eritqne o = 2 et c -= 1; unde ei nostro theoremate 
s^nitnr baec relatio 

(2, 2) (4,1) = (2,1) (3, 2), 

quae forma manifesto oriter ex classe prima, si ibi termini priori cuiusque cha- 
racteris unitate au^antur; id quod etiam inde intelligere licet, quod omnes ter- 
mini priores Htteram a continmit, qua unitate aucta processus semper fit ad 
ch^m ^uentem. 

14, Deinde veto He quoque statui potest & = 3, unde fit a = 1; at vero 
littera. c iam dufw vHo^, vel 1 vel 2, sortiri potent; priore easu, quo c = 1, 
prodibit isrta aajuatio 

(1,3) (4, 1) = (1,1)(2,3); 

alter vero casus, quo c = 2, {mtebet hanc aequataonem 

(1,3) (4, 2) = (1,2) (3, 3). 

Sicque haec classis omnino ^uente tr^ relationes contmdijit 


1. (2, 2) (4,1) = (2,1) (3, 2), 

2. (1,3) (4,1) = (1,1) (2, 3), 

3. (1,3) (4, 2) = (1,2) (3, 3). 
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m. EYOLUTIO CLASSIS QUA a + 5 = 5 

15. In liac igitur classe primo occnrrent tres relationes praecedentes, si 
modo termini priores cuiusque characteris imitate angeantur; Mnc enim casus 
exstu^ent, quibas est vel 6 = 2 vel 6 = 3. De novo igitur Me accedent casus, 
quibus 6 = 4 et a = l, ubi ergo erit vel c = l vel c = 2 vel c = 3, quibus 
eigo tribus casibus evolutis omnino in hac classe sex continebuntur relationes, 
quae erunt 

1. (3, 2) (5,1) = (3,1) (4, 2), 

2. (2, 3) (5,1) = (2,1) (3, 3), 

3. (2, 3) (5, 2) = (2,2) (4, 3), 

4. (l,4)(5,l) = (l,l)(2,4j, 

5. (1,4) (5,2) = (1,2) (3, 4), 

6. (1,4) (5, 3} = (1,3) (4, 4). 

IV. EYOLUTIO CLASSIS QUA a-f 6 = 6 

16. Hie i^tur primtun occnrrent omnes relationes proximo praecedentes, 
si modo termini priores cuiusque cbaracteris unitate angeantur; M scilicet 
nascuntur, si Merit vel 6 = 2 vel 6 = 3 vel 6 = 4. Praeterea vero insuper 
accedent casus 6 = 5 et o = 1, ubi littera c recipere poterit valores 1, 2, 3, 4, 
sicque omnino in bac classe occnrrent decern relationes sequentes 

1. (4,2)(6, 1) = (4,1)(5,2), 

2. (3, 3) (6,1) = (3,1) (4, 3), 

3. (3, 3) (6, 2) = (3,2) (5, 3), 

4 (2, 4) (6,1) = (2,1) (3, 4), 

5. (2, 4) (6, 2) = (2,2) (4, 4), 

6. (2, 4) (6, 3) = (2, 3) (5, 4), 

7. (1,5) (6,1) = (1,1) (2, 5), 

8. (1,5) (6, 2) = (1, 2) (3, 5), 

9. (1,5) (6, 3) = (1, 3) (4, 5), 

10. (1,5) (6, 4) = (1,4) (5, 5). 
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Y. EYOLUTIO CLASSIS QUA a + b^7 

17. Hie igitar prime oceurrent omnes relationes classis IV, postquam 
scilicet omnes tenninos priores singulorum characterum imitate aoxerimus, 
qnos i^tnr Me apposnisse non exit necesse, ac sufficiet eas tantum relationes 
Me eiponere, quae de novo accedunt et ex valore & = 6 oriuntur existente 
a = l; nbi pro e snmi poterunt nnmeri 1, 2, 3, 4, 5, ita nt lia,mTn numerus 
sit qninqae. Hae ergo relationes sunt 

1. (1,6) (7,1) = (1,1) (2, 6), 

2. (1,6)(7,2) = (1,2)(3,6), 

3. -(1,6) (7, 3) = (1,3) (4, 6), 

4 (1,6)(7,4) = (1,4)(5,6), 

5. (1,6) (7, 5) = (1,5) (6, 6). 

¥L IVOLUTIO CLASSIS QUA a 4-*- 8 

18. In l^c iam classe primo oceurrent omnes decern relationes classis IV, 
dnm EKulicet omr^ termini priori binano augentur; praeterea quoque acce- 
dent quinqne relationes in classe V allatae, dum partes priores unitate auge- 
buntur; praete has vero de novo accedent sex sequentes relationes ex valori- 
bas a = l et 6 = 7 oriand^, dum litterae c valores 1, 2, 3, 4, 5, 6 ordine 
tribramtur, quae eigo erunt 

1. Cl,7) (8,l) = (l,l),(2,7), 

2. (1, 7) (8, 2) = (1,2) (3, 7), 

a (1,7) (8, 3} = (1,3) (4, 7), 

4 (1,7)(8,4) = (1, 4)(5,7), 

5. (1,7) (8,5) = (1,5) (6, 7), 

6. (1,7) (8, 6) = (1,6) (7, 7). 
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m EVOLUTIO CLASSIS QUA a + b = 9 

19. Ut onmes relaiiones ad hanc classem pertinents adipiscamur, notan- 
dum st prime Me ocenrrere decern relations classis IV, dnm partes priores 
temario angentur. Seenndo adiici oportet quinqne relationes in classe V ex- 
Mbitas, ubi partes priores binario augeri debent. Tertio hue referri debent 
sex relationes classis VI partes priores nnitate augendo. Insnper vero de 
novo swscedent septem relationes ex valoribus a = 1 et I == S naiae, dum 
litterae c tribunntur ordine valors 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Hae relations sunt 

1. (1,8)(9, 1) = (1, 1)(2,8), 

2. (1,8) (9, 2) = (1,2) (3, 8), 

3. (1,8) (9, 3) = (1,3) (4, 8), 

4 (1,8) (9, 4) = (1,4) (5, 8), 

5. (1,8) (9, 5) = (1,6) (6,8), 

6. (1,8) (9, 6) = (1,6) (7, 8), 

7. (1,8) (9, 7) = (1,7) (8, 8). 

20. Hinc iam ordo progresionis tarn dare perspicitur, ut superfluum 
foret has evolutions ulterius prosequi; quandoquidem ob ingentem multitu- 
dinem relationum, quae in sequentibus classibus occurrerent, nimis molstum 
foret omns percurrere. Quin etiam nostrum insiitutum vii permittere vide- 
tur, ut in nostra formula general! exponentem n ultra ss; vel septem auge- 
amus, siquidem omns relations ad eum pertinents enumerare voluerimus. 
Sin autem aoimus sit aliquas tantum expendere, class aJlatae abunde 
suffleiunt, dum termini priors cuiusque clasis quovis numero augebuntur. 

21. His iam classibus expeditis formulam mt^ralem propositam 

xf-'‘dx 

1 ^( 1 — sry-* 

secundum diversos vMors expon^ris n pettew^tenus, dum scilist suceesive 
s^sumemus « = 3, « = 4, « = 5 etc., et pro quolibet ordine omns relatioBS, 
quae in S) occurrere possnnt, expendamus. Evidens autem est, quicumque 
numerus exponenti n tribuatur, formulas omnium classium inferiorum, in 
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J V(1 — 

quibus scilicet termiaus a + 6 non superet n, in usum vocairi posse. Ex quo 
intelligitur, si fnerit fi = 3, nnicam relationem locum invenire; statim autem 
ac « inj^;is angetur, numems omnium relationum mox ita increscit, ut nimis 
molestnm foret omnes recensere. Hos igitur diversos ordines ex exponente 
n consMtuendos a primo incipiendo ordine evolvamus. 


,0ED0 I QUO « = 3 ET FORMULA 

x<‘~^cx 
UCi-ic*)*-*- 


{Py 9) —J J 


22. Cum Me sit « = 3, eiit [| 7] 

(3, 1)= 1; 

formulae antem int^ral^ huius ordinis emnt tres, scilicet 

1 . ( 1 , 1 ), 2 . ( 1 , 2 ), 3 . ( 2 , 2 ), 

qummm mMda ob 1 + 2 == 3 a circulo pendet; quae ergo quia est cognita, 
ponatur 

M 2% 


(U2). 


3^3 


= A. 


Hie igitur tantum classis prima locum habet, quae nobis banc unicam aequa- 
tionem suppeditat 

^ = (1,1) (2, 2). 


^ Hinc ergo patet productum ex birds formulis transcendentibus (1, 1) 
et (2, 2) £^uari quantiteia dreuiari A = ita ut pro ipsis formulis inte- 
^adibus bab^tmus Mme relationem 


xcx 


f dx P 

J 1^(1 — **)* V fi^(l — a^ 3 / 3 ’ 


unde si altera bamm duarum formularum fuerit cognita, etiam valor alterius 
assignari potest. Spectemus er^o priorem, quasi nobis esset cogniteq etaamsi 
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sit traBScendens, eamque ponamus 




eritque 


^(1 -3?f 
A 


*'2,2) = f ■ 

Sicque nihil praeterea in hoc ordine notandum relinquitur. 


OEDO n QUO « = 4 ET FORMULA 

\ /* x^-^dx _ f x^-^hx 

\jP> S) =“ J _ g ^-3 J |/'(i _ X*)*-' 

24. Cnm igitnr hie sit ^ = 4, erit 

(4,1) = 1 et (4, 2) = 4-; 

formulae autem integrales ad hunc ordinem pertinentes emnt sex sequentes 

1. (1, 1), 2. CL 2), 3. (1, 3), 4 (2, 2), 5. .(2, 3), 6. (3, 3), 

inter qnas ergo reperiuntar duae formulae circnlares (1,3) et (2,2), quas 
propterea litteris J et B designemus ponendo 


et 


ita ut sit 


(U 3) = 

( 2 , 2 ). 


48m." 2/2 


it 


4siD 




A 


B, 


A 


= 1/2. 


25. In hoc er^ ordine ai^uationm iam: primae quam secundae classte 
locum hidiere po^unt; secun^ autem classis nobis has tres pxaehet aequar 

Mones ^ ^ ^ 2. A = (1, 1) (2, 3), 3. A - 2 (t, 2) (3, 3), 
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classis vero prima insaper dat hanc aequationem 




sive ^ qnae atitein aeqnatio iam ex duabus prioribns deducittir; nam- 

qne ob (3, 2} == (2, 3) secanda per primam divisa dabit ^ = y2, ita nt 

ratio iater has duas formulas sit algebraica, quae ergo imprimis notari 
meretnr 


r_!±_- f. 


dx 




=y2. 


^ lam in hoc ordine praeter binas formulas circulares (1, 3) = ^ et 
(2, 2) = B tamquam cognitam etiam introducamus formulam (1, 2), quae in 
ordine praecedente erat circularis, nunc autem ^ taranscendens, eamque 

ponanms 

ubi cav^tur, ne litterae ^ efc P cum iis confundantur, quibus in formulis 
pra^Mentibus sumus usi, id quod eMam de ordinibus sequentibus est tenenr 
dum. His igitur Itteris introductis aequaMones nostrae erunt sequentes tres 

L P = P (3, 2), 2. At = (1, 1) (2, 3), 3. ^ = 2P (3, 3), 

quasdoquidem vidimus quartam in praecedentibus iam contineri. 


21- C^>6 hatum trium aequationum ergo temas formulas integrales etiam- 
nunc inct^mtas per temas P et P, quas ut datas spectamus, determinare 
Hcebit Ex prima enim fit (3, 2) = ex tertia autem fit (3, 3) = turn 
veto ex ^unda colligitur (1, 1) = ^^==:^. Cum igitur in hoc ordine 
omnino sint sex formulae integrals, earum temae per tres reliquas definiri 
po^unt, quas determinationes igitur ob ocnlos posuisse iuvabit: 

1. (J,3)— ' 4.(1,!)-^, 

2. 5. (2,3)-^, 
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Ex postremis ergo erit 

(2, 3): (3, B)==2B:A=‘V2:1, 

ita ut etiam haa duae formulae inter se habeant rationem algebraicam, qua est 






y(i - 


1/9 r 


Aliis insignibus relationibus utpote satis cognitis hie non immoiamur. 


OEDO m QUO « = 5 ET FORMULA 

x^-^dx r x^~^cx 


ijp, q) -J -J _ 


X®)' 


lS-J( 


28. Hie igitur ob « = 5 ante omnia erit 

(6,1)-1, (6,2)_i (6,3)-i; 

formulae autem int^rales huius ordinis erunt hae deeem 

1. (1,1), 2. (1,2), 3. (1,3), 4. (1,4), 5. (2,2), 

6. (2, 3), 7. (2, 4), 8. (3, 3), 9. (3, 4), 10. (4, 4), 

inter quas quarta et sexta sunt eireulaxes, quas ei^o ita designemus 


(1,4) = ^- = A 

5 

et • 

(2,3) = ~=^- = H. 

SSIIL — 
o 

PraeterKi vero bin^^ formulas, quae in ordine praeeedenti erant circulars, 
nnnn autem sunt transcendentes, etiam pecnliaribus litteris notemus, scilicet 

(1,3) = P et <^, 2)=«. 

Mox ftniTn patebit, dummodo etiam istae formulae tamquam eognite spec- 
tentur, reliquas sex omnes per has quatuor determinari posse. 

laioMHU®! 'Op«ra r mtum I is 'Commen^^oxii^' aaaljti**® 
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29. Qaoniam hie tres classes priores locum habere possunt, consideremus 
primo aequationes, quas tertia classis suppeditafe et quae introductis his 
valoribus enmt 

1. J5 = P(4,2), 4. ^ = (1,1) (2, 4), 

2. P = (2, 1) (3, 3), 5. ^ = 2(1, 2) (3, 4), 

a B = 2Q{A,B), 6. ^ = 3P(4, 4). 

Quas hoc modo succinctius repn^sentare licet 

A = (1, 1) (2, 4) = 2 (1, 2) (3, 4) - 3P(4, 4), 

B = P(4, 2) = (2, 1) (3, 3) = 2 ^(4, 3), 

ubi sex occurrunt prodnete ex binis formulis integraJibim, quae singula quan- 
titati circulari aequantur, unde totidem ^r^;ia theoremata formari possent, 
nisi Mnc iam claie in oculos inoirrerent 


SO. Iam Yid^unns, quot formulas int^ral^ incognitas ex quatuor cognitis 

JB 

A, B, P et Q d^nire queamus; at vero prima dat (4, 2) == p, tertia praebet 

T» J 

f4,3) = ^, sexta dat (4,4) = ^; hinc autem porro ex quarta deducimus 
(1, 1) = ex quinta vero deducimus (1, 2) = Denique 

ei Becunda elidmns (3,8)-5^-5| deque ei his sei aequatiombus sex 

determinaMonm sumus adepii; atque adeo per litteras A, B, P et Q valores 
omnium reliquarum littmrmmm assignavimus. 


31. Quoniam igitur hactenus tantum classe tertia sumus usi, conside- 
lemus etiam aequation^ secundae clasps, quae sunt 


1. Aq = B{2,l), 

2 . AP^Btl,!) 

a P(4, 2) = (1,2)(3,3); 


verum si hie valores modo inventos substituamus, aequationes mere identicae 
rmiltant, ite ut hinc nulla nova determinatio sequatxrr. Idem usu venit ex 
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aeqnatione primae classis, quae erat (2, 1)(3, 1) = (1, 1)(2, 2), quae facta 
substitutione quoque fit identica, ita ut duae priores classes nihil novi invol- 
vant. Keque tamen hinc concludere licet etiam in sequentibus ordinibus 
classes praecedentes praetennitti posse, siquidem in ordine sequente statim 
contrarium se manifestabit. 


32. Cum igitur hie ordo complectatur decern formulas integrales, eaxum 
valores per quatuor litteras A, B, P Q ordine ita aspectui exponamus; 


1- 

2 . ( 1 . 2 )-^, 

3. (1,3)-P, 

4. (1, 4) = ^, 

5. (2,2)=^, 


6. (2, 3) = 5, 

7. (2,4)-^, 

8. (3,3)-f|, 

9- (3.4)-^- 

10 . 


33. Cum sit 

turn vero 

erit 


A 

B 


. 2 

sm.*^ 3t 
o 

_ _ 

sm. - 

9 


= 2 cos. 


C08.-^3l ^ 
5 


1 + 1/5 


A 

B 


t + V5 


I 



ideoque quantitas algebraica. Hinc igitur aliquot paria formularam int^ralium 
exhiheri poterunt, quae inter se ten^mt rationem al^braicam; erit enim 

(1,1) l + }/5 (1,2) 1+1^5 (3,4) l + ys (4,4) 1 + ^5 

(1,3) 2 ’ (2,2) 2 ’ (3,3) 4 ’ (2,4)“° 6 ’ 

unde totideai ^;r^ia iheoremata condi poasent, nisi ex Ms formulis mani- 
feto elucermh 
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\i—xy- 


[105-106 


ORDO IV QUO n = 6 ET FORMULA 
iP, gj — J _^6)S-s ~J 


34. Quoniam hie est « = 6, habebimus ante omnia 

(6,1) = 1, (6,2) = |, (6,3) = 4, {6,4) = A; 

formnlmim autem integralinm in hoc ordine occurrenMum numerns est 
qmndecim, qna^ sunt 

1. (1,1), 2. (1,2), 3. (1,3), 4 (1,4), 5. (1,5), 

6. (2,2), 7. (2,3), 8. (2,4), 9. (2,5), 10. (3,3), 

. 11. (3,4), 12. (3,5), 13. (4.4), 14. (4,5), 15. (5,5), 

inter quas reperiuntnr tres circnlares, quas singulari modo designemus, 
scilicet 


(1,5): 


„ . 1 3 

S sm .-r s 

o 


( 2 , 4 )- 


6»n.¥ 

& 


ita ut rat 


(3, 3) = 


3a 6 


A = 2C. 


Praeterea Teio ambas finmulas, quae in ordine praecedente erant dxculaxes, 
nunc vero sunt taio^cendentes, statoamus 

(1,4) = P et (2,3)= Q. 


His factis denominationibus evolvamus decern aequationes classis quartae, 
quae sunt 
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1. 5 = P(5,2), 

2. 0= (3,1) (4, 3), 

3. C=2<2(5, 3), 

4. P = (2, 1)(3,4), 

5. P = 2(2, 2) (4, 4), 

quas ita suecinctius referre licet 


6. P = 3<?(5, 4), 

7. ^ = (1,1) (5, 2), 

8. ^ = 2(1,2) (3,5), 

9. ^ = 3(1, 3) (4, 5), 
10. .4 = 4P(5, 5), 


A = (1, 1) (5, 2) = 2(1, 2) (3, 5) = 3(1, 3) (4, 5) = 4 P(5, 5), 
B - P(5, 2) = (2, 1) (3, 4j = 2(2, 2) (4, 4) = 3 Q{4, 5), 

(7= (3,1) (4, 3) = 2 $(5, 3>*) 


Ecce ergo decern prodacta ex binis formulis integralibus, quorum singula 
quantitati circnlari aequantur. 


35. Cum deinde sit ^ =V3 et ^==2, turn vero etiam ^==-^, plara 

B O ^ K " 

paria binarum formularum iutegralium exhiberi possunt, quae inter se teneant 
rationem algebraicam; erit enim 

A (1,1) 2(3,5) (J,_3) 4(^,^ 

B (1,1) (3,4) (2,3) (5,2)’ 

£_ 9 _ M = 

0 “ (2,3) (4,3)' 

P _ 2 (1,2) _ 3(4, 5) 

C YS (1,3) 2(3,5) ^ ' 


1) 14iMO' prmceps: 

Cr-(3,1)(5,2) = 2<?(5,3), 

errores in fonnnlis seqnentilnjs nati snnt. Correxit A. L. 

2) Eiitio prineew; 

i.- 9 M ■ 

0~ ^ (2.8) “ (2,6) » 

B ±_(1,4) S(4,e) 

(1,3) “2 (8,5)* 


Conrexit A. L. 
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36. Qaodsi iam quinque formulas litteris A, B, C, P et Q designatas 
tamquam cognitas spectemus, videamus, quomodo reliquae formulae per eas 
definiri qaeaut Ac prime quidem percurramus decern aequatioues classis 
qnartae supra allatas, quarum prima dabit (5, 2) = p, tertia dat (5, 3) = 
sexta praebet (5, ^ j decima dat (5, b) == jp • Quodsi iam hos valores 

in reliquis surrogemus, septima praebet (Ij 1 ) = ( 572 ) = octava dat 
(1» 2) = ^ , uona dat (3, 1 ) = ^ Porro vero quarta dat 

[ 3 ^ 4 ) = quern valorem etiam secunda praebet.^) At vero ex aequa- 

tioue gninta. nullum valorem elicere possumus, quia n^ue formula (2, 2) nec 
( 4 , 4 ) etiaminmc constat. Causa est, quia duae reliquarum aequataonum Kin- 
dem defcerminaiionem produxerunt. 


37. Coacti igitur sumus ad aequalaon^ praecedentium elassium confugere 
atque adeo em prima classe 

(1,2) (3,1) = (1,1) (2, 2) 

statim c<dli^mas 

/.I c., (1,2)(3,1)„AQ<2 

qui valor in quinta a^uatione substitatus suppeditat postremam aequationem, 
nempe 

, , B BGP 

2(2,2) '2AQQ’ 

Omnes igitur h<M valors Me ordine referemus: 


(1,1)=.^, 

4. 

11 

7. 

(2, 3)=0, 

(1,2) = ^, 

5. 

(1.5)-.!, . 

8. 

(2, 4)==.B, 


6- 


a 

(2.5) = |, 


1 ) Editio priaceps: Qiwdsi iam hos vedores in rdiqms smmgemus, seemtda ddbU (3, l) 

C AQ A AO 

«= ^ praebet . . . mma dot (3,1)=* ^ , gum valorem etiam secimda 

JB SC 

prmhtM, J%ito mro qtmria dat Corre3dt A. L. 
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10. (3, 3) — C, 12. (3, 5) 2 ^ > 

11. (3.4) = ||, 13. (4,4) = ^^^, 


14. (4,5) 


B 

3Q 


15. 



38. Cum autem in hoc ordine etiam aequationes tarn classis secundae 
quam tertiae xalere debeant, videamus, utrum valores inventi Ma classibus 
conveniant an vero forte novam determinationem suppeditent? Facta autem 
substitutione in tribus aequationibus sectmdae classis ad identitatem per- 
venitur, quod idem quoque in aequationibus tertiae classis contingere debet, 
id quod evolvent! mox patebit. Unde memorabile est omnes aequation^ in 
quatuor primis classibus contmitas, quaxum numerus est tantum decern 
determinationes in se compleetL 


OBDO V QUO n 7 ET FORMULA 

. / * x^-^dx _ r a?~'^'cx 

“J -1/(1 — Vil 

39. Quia bic n = 7 , ante omnia habebimus valores absolutos 
(7,1)-1, (7.3)-!. et 

deinde inter formnlas int^ralee hnins ordinis imprimis notaxi debent circn- 
lares, quas hoc modo de^nemus: 


( 2 , 5 ) - - B, 

1 




Praetmm vero proularibus Htteris notentur ^ fonnulae, quae in ordine 
praecedenii erant drculares. Me autem valores tensceudentes sortiunter, 

qui sint 




(1,5) = P, (2,4)=e et (3,3) = JJ; 

per has enim sex litteras videbimus omnes reliquas formulas huius ordinis 
determinari posse. 


4K). Quoniam supra non omnes aequationes quintae classis expressimus, 
eas Me coniunetim exMbeamus et ad nostrum casum accommodemus: 


L 

(1, 

6)P. 

1) = 

= (h 

1) 

(2, 

6) 

.4 = 

= (1.1) 

(2, 

6), 

n. 

(1- 

6)P. 

2) = 


2) 

(3, 

6) 

A = 

= 2(1,2) 

(3, 

6), 

m. 

(1, 

6)P, 

3 ) = 

-ih 

3) 

(4, 

6) 

A = 

= 3(1,3) 

(4, 

6), 

IV. 

a. 

6) a 

4) = 

= (1. 

4) 

(3, 

3) I 

1 ^ = 

= 4(1,4) 

(5, 

6), 

V. 

(1. 

6) (7, 

5) = 

= (1. 

5) 

(6. 

6) 

^ -4 = 

= 5 P 

(6, 

6), 

VI. 


6)P. 

1) = 

= (2, 

1) 

(3, 

^)! 

1 B = 

\ 

= (2,1) 

(3, 

5), 

VIL 

(2, 

3)P. 

2) = 

= (2, 

2) 

(4, 

5) i 

B = 

= 2(2,2) 

(4. 

5), 

VIIL 

(2, 

6)P. 

3) = 

= (2, 

3) 


^ ! 

B = 

= 3(2,3) 

(3, 

5); 

IX. 

(2, 

6) (7. 

4) = 

= (2, 

4) 

(6, 

5) 

P = 

= 4 Q 

(3, 

5), 

x 

(3, 


.1) = 

= {3, 

1) 

(4, 

4) 

(7 = 

= (3,1) 

(4, 

4), 

XI. 

(3, 

<)(7, 

.2) = 

= (3. 

2) 


4) 

(7 = 

= 2(3,2) 

(5, 

4), 

xn. 

(3, 

4) (7, 

3) = 

= (3, 

3) (6. 

4) 

G = 

= 3 P 

(6, 

4), 

xm 

(4, 

3) (7, 

1) = 

= (4, 

1) 

(5, 


(7 = 

= (4,1) 

(5, 

3), 

XIV. 

(4, 

3) (7, 

>2) = 

= C4, 

2) 

(6, 

3)| 

(7 = 

= 2 Q 

(3, 

3 ), 

XV. 

(5, 

2) (7, 

.1) = 

= (5. 

1) 

(3, 

2) 1 

B = 

= P 

(6, 

2). 


Hie igitnr habemus qnina producta formulae A aequalia totidemque formulis 
B &t C aequalia. 


41. Chnmno autem in hoc ordine occurrunt 21 formulae integrales, ex 
quibus sex litteris A, B, C, P, Q et R d^ignavimus, per quas igitnr reli- 
quaa quiadecim formulas int^ndes deiniri oportet, quae sunt 

1. (1,1), 2. (1,2), 3. (1,3), 4 (2,2), 5. (1,4), 

6. (2,3), 7. (2,6), 8. (3,5), 9. (4,4), 10. (3,6), 

11. (4,5), 12. (4,6), 13. (5,5), 14. (5,6), 15. (6,6). 
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42. Videamus igitur, quot liarum formularom ex superioribas quindeeim 
aequationibos determinare liceat; ac primo quidem ex aequationibas V, IX, 
XII, XIT et XY immediate deducmatur seqaentes formalae 

(6, 6) -A, (6,5) -A. (6, 4: -A, (6, 3) -A, (6,2)_|. 

His iam inventis ex aeqaationibas I, II, HI et IV derivamua bas formalas 


( 1 , 1 ) = ^, 


( 1 . 2 ): 


AQ 

“C"’ 


(1.3)^ 


AB 
' C ’ 


( 1 . 4 )^ 


AQ 
B ■ 


Ex his vero valoribas per aeqaationes YI, X et XIH coUigimas 
(3,j) — 2 ^. (4.4) — et (5, 3) = 2 "^, 

abi aotasse iavabit eandem valorem pro (5, 3) prodiisse ex aeqaationibas 
YI et XIH. Ex reliqais aatem aeqaationibas YII, YIH et XI nihil concla- 
dere licet, nnde istae qaataor formalae (2, 2), (2, 3), (5, 4) et (5, 5) nobis 
etiamnanc manent incognitae. 


43. Eecnrrere ergo coacti samas ad aeqaationes praecedentiam classiam, 
qaippe qaae aeqae ad nostrum ordinem perianent atqne aeqaationes classis 
qaintae; hanc ob rem simili modo aeqaationes classis qaartae hie apponamns 
et ad nostrum casam applicemas: 


I. 

(1. 

5) (6, 

1} = 

= (1. 

1)(2, 

5) 

TA 

= 

= (1. 

1) 

B, 


If. 

(1. 

5) (6, 

2) = 

= (1. 

2) (3, 

5) 1 

\ -P(6, 

2) = 

= (i. 

2) 

(3. 

5). 

III. 

(1. 

5) (6, 

3) = 

= (1. 

3) (4, 

5) : 

P(6, 

3) = 

= (1. 

3) 

(4, 

5). 

IV. 

(1. 

5) (6, 

4) = 

= (1. 

4) (5, 

5) 

I ^*(6, 

4) = 

= (1. 

4) 

(5, 

5). 

V. 

(2. 

4) (6, 

1) = 

= (2, 

1)(3, 

4) 

; QA 

= 

= {2, 

1) 

c. 


VL 

(2. 

4) (6, 

2) = 

= (2. 

2) (4, 

4) 

\ ^(6, 

2) = 

= (2. 

2) 

(4. 

4). 

VH. 

(2. 

4) (6, 

3) = 

= (2, 

3) (5, 

4) 

«(6, 

3) = 

= (2, 

3) 

(5. 

4), 

YIH. 

(3, 

3) (6, 

1) = 

= (3. 

1)(4, 

3) 

B,A 

= 

= (3, 

1) 

0. 


IX. 

(3. 

3) (6, 

2) = 

= (3, 

2) (5, 

3) 

5(6, 

,2) = 

-(3, 

2) 

( 5 , 

3 ). 

X 

(4. 

2) (6, 

1) = 

= (4, 

1)(5, 

2) 

QA 


= (4, 

1) 

B. 





Lboswakbi Ecum 0|>e» I is ^Cknameiiiitlioaes aM%ti€ae 
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44. Ex aequatiombns I, V, Vin et X immediate concludimus has formulas 
PA 


'1. 


B 


(2, 1) 


(3,1) = ^, (4,1)-^^-, 


qnos autem ralores iam ante adepti sumus. Secunda aequatio, si formulae 
iam inventae substituantur, praebet aequationem identicam. Ex tertia autem 
poterimus definire formulam (4, 5), cuius valor hinc coUigitur 


( 4 , 5 ) ^ 


Simili mode ex quaria elicimus 


(5, 5) ^ 


CCP 
' 2AQR' 

BOP 
ZAQB' 

Porro ex aequatione sexta concludimus fore 

^2, 2) — 

Beinde septima aequatio dat 


CCP 

(2. 8) -4#-- 


CP 

Nona TOro aequatio etiam praebet (3, 2) = ^. Sicque omnes quindecim for- 
mula incc^mtas determinavimus per sex litteras eognitas A, B, G, P, Q et B. 

m. Talores igitur omnium formularum huius ordinis hie aspectui con- 

iiiBcMm axpO'iiamiis: 


( 1 , 6) -.4 : ( 6 , 2 )- 

B 46,3)- 

i 

(5.4) -0 I (6,4)_ 

i 

(1.5) = P I (6,5) = 
[2, 4) = § ' (6, 6} ^ 
{3,3i = P 


B 

P 

A 

se 

c 

SB 

B 

iQ 

A. 

5> 


(1-1) 
( 1 , 2 ). 
(1,3) = 
(1-4) = 


AP 

(3,6) 

BC 

(2 H") 

AQB 

B 



OP ’ 

AQ 

(1,4) 

CC 

(4, .5) - 

CCP 

c 

AB 

2AQB ’ 

AB \ 

c~ 1 



(5,6)_ 

BCP 
SAQB ’ 

AQ \ 
B \ 



{2,2)_ 

ABQB 
CCP ■ 
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46. Quoniam. autem aequatdones primae, secundae ac iartiae classis etiam 
in hoc ordine valent, si in iis vadores He inventos substituamns, perpetno 
in aequationes identicas incidemus. Ita, enm aequatio primae classis sit 

(1,2) (3, 1) = (1, 1)(2,2}, 
facte, substitutione reperietur 

at vero (1, 1) (2, 2) fit = haecque identites etiam deprehendetnr in tri- 

bus aequationibus secundae classis atque etiam m sex aequationibus tertiae 
classis, quemadmodum calculum instituenti mox patebit. 

47. Simili modo hand difficile erit hanc inyestigationem ad ordines supe- 
riores extendere, neque tamen legem observare licet, secundum quam deter- 
minations singularum formnlamm cuiusque ordinis progrediuntur. Interim 
tamen observasse iuvabit in ordine sequente sexto, ubi » = 8 et formulae 
occurrunt eas omnes prime per quatuor formulas circulares 

(1,7) = ^, (2,6) = iB, (3,5)=0, (4,4) = D, 
praeterea vero per has tres transcendents 

(1,6) = P, (2,5)=g et (3,4) = P 

determinari posse. Cum igitur quoyis ordine determinatio singularum formu- 
larum praeter formuls® circulares, quae utique pro cognitis haberi possxmt, 
etiam aliquot formulas transcendentes postulat, si saltern valores harum 
formularam vero proximo cognoscere voluerimus, methodus adhuc desideratur 
istos valores proxime, velnti in fractionibus decimalibus, definiendi. Talem 
igitur methodum Me coronidis loco subiungemus. 


PEOBLEMA 


48. fmrmtda integrtM cumsqm ordinis 


8 - 


jni- 




r(l — 


a termino a: = 0 mgpte oJ a; == 1 extendenda investigare smem cmvergentem, qme 
Mwm m^jrem 8 expriniat. 
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' A 

Jv 


,«\a— j 




[113—114 


SOLUTIO 


Cam sit 


n -3 


y(l— a:”)*-* 




faeta erolutione huius potestatis bmomii more solito reperietur 


n—q 

n 


1 4- “ — ^ X" 


»— g . 2» — g n—q _ 2»— g 3w — g 

M 2» « 2» 3« 


>''(1 — « 

Si haec series dncatur in sf-'^dx et int^etnr, prodibit 


+ etc. 


S- 


w— g af'+f n—q 2n — q x^’^+f n — q 2n — q 3n — q 

p '*' » ‘n+p'^~ u ' 2 h ’2n+p'^'~n 2m 3^" '^n+jo 


qnae series iam evanescit posito a; = 0; unde si ponamus a: -= 1, valor quae- 
sitns nostrae formulae fiet 

p M n+p n n 2m+jj ‘ n 2n ’ 3n ’ 3 n 


49. Verum ista series, quicumque numeri pro litteris n,p etq accipiantur, 
nimis lente convergit, quam ut ex ea vaJores ipsius S saltern ad tres quatu- 
orve %uras decimales satis exacte definiri queant; quamobrem a.Uam evolutior 
nem institoi eonveniet, dam scilicet valorem quaesitum in duas partes resol- 
vemiK. Statuamus igitur 


et 


/ * xf-^dz n 

^(1 — iC“)— S(_i 


ab X ■- 
ad a": 


"i-i 


/ ’ x»-'^c x p 


^ X => 1 J 


= p 

= Q 



atqiie evidens est fore 

S==P+Q. 

Nunc autem tarn pro P quani pro Q baud difficulter series satis conver- 
gentes exhiberi poterunt. 
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o(K Quod primum ad valorem P attinet, eum ex valore gecerali, qnem 

supra pro S invenimus, facile deiivabimus ponendo = ita ut sit 

*/ 1 1 

X = v-iT et X* = a — , quo facto pro P obtinebimus banc seriem 

r S J- 

1 f ^2 — g 1 n — q 2n—q 1 
p 2n n + p~^ 2n im 2ii + |> 

+ « -_? . ULlI . + etc. 

In qua serie singuli termini plus quam in ratione dupla decrescunt, ita ut 
verbi gratia terminus decimus iam multo minor futurus sit quam unde, 
si ad partes millionesimas certi esse velimus, sufficeret calculum ne quidem 
ad vicesimum usque terminum extendera 



61. Cum deinde posuerimus 

r xi’- 

statuamus 1 — ac’* == g”, ut sit 


fsh af®«= V 
ad a: = 1 




n. 

turn vero exit a:” = 1 — ‘f ideoque a:'=y(l — unde differentiando colli- 
gitur 

X^-^X = - fY r 


quo valore substitute exit 


q = — — y") ” 


"ab = 11 
ad f 0_ 


t 

Quando enim fit af=Y> 't®’® etiam exit y"=Y, at &cto a;=l manifesto 
fit ^«==0; quax© si termincm int^rsdaoais pefnnutemus, etiam signum ipaus 
formulae immutiai del^ sicque Set 




' — ss 


ab — 0“ 
_ad ^ 



4^2 COMPASATIO VALOEUM FORMULAE INTEGRALIS 


^dx 


■as”)” 
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52. Haec autem formula pro Q inventa omnino similis est illi, quam pro 
P invenimos, hoc tantam discrimine, quod litterae p eh q inter se sunt per- 
mutatae; quocirca, si integratio per seriem instituatur, proveniet sequens 


1 


— _i_ 1 

q' in n + q 


n —p 2 n — p 




2n 

n—p 2n—p Sn — p 


4n 

1 


2n 


4n 


6» Sw + j 


2n + q 
+ etc. 


quae series aeque converget ac praecedens pro P iuventa. His autem duabus 
seriebus ad calculum revocatis semp^ erit valor quaesitus 


S^P+Q. 


COEOLLAEIUM 1 

53. Iste calculus plurimum contrahetur iis casibus, quibus est p^^q; turn 
enim fiet P= Q bisque casibus, quibus 


8- 




valor istius formulae ab x = 0 ad a; = 1 extensae erit 



^ ■ »-P 
p ' 2n 

^ 2n 


1 

2n 


2n—p 

4n 


1 

2n+p 


^n-p 3n-p L_ . etc 

4« 6» 


OOEOLLABIUM 2 

54 Quoniain igitur in singulis ordimbus nonnuUae huiusmodi formulae 
(p,p) occurrunt, staMm atque valores aliquot huiusmodi formularum fuerint 
ad ralculum decimalem revocaM, quoniam formulae circulares per se sunt 

notee, ex iis valors omnium reliquarum formularum eiusdem ordinis assig- 
mxe 

EXEMPLUM 

55. Proposita sit formula ordinis primi, ubi p = q^^2 et 

« /* x^x 
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Series igitur pro S inventa eiit 

c* _ '&2 -i- L JL . -A- . _i_ A . . i_ A- . .A . . AA 

V 2 ^ 6 5^6 12 8~6 12 18 11^6 12 18 24 



Subducto autem calculo reperitur 

S == 0^26 #2 = 0,68446, 

qui ergo est valor formulae (2, 2) in ordine prime (| 22), ubi invenimus (2, 2) = 
ita ut iam sit P == . Est vero 

A = -^ = 1,20920, 

31/3 

bine erit 

P = 1,76664 = (1, 1), 

unde in fiuctionibas decimalibus temae formulae ordinis primi erunt 
(1, 1) = 1,76664, (1,2) = 1,20920, (2, 2) = 0,68446 A) 

Hoeque modo etiam omnes formulas sequentium ordinum evolvere licebit. 


1) Editio princeps: SuMudo mitem calculo reperitur 

S = 0,54325 ^2 = 0,68445, 


231 


qui ergo ... Est vero A == = 1,20918, Mac erit P= 2,22582 «= (1, l), tmde m ...primi arwit 

(1,1) = 2,22582, (1, 2) = 1,20918, (2, 2) = 0,68445. Correxit A. L. 





ADDITAlVfENTUM AD DISSERTATIOITEM 
DE VALORIBUS FORMULAE mTEGRALIS 






V(1 — af)"-* 

AB a? = 0 AD a; = l EXTElfSAEO 


ConveEtui exhibitum die 17. Octobris 1776 

Koye aeta aeademiae scieiiiiarum Petropolitanae 5 (1787), 1789, p. 118—129 
SnmTnariiiin ibidem p. 72 — 73 


SIJMMAEIUM 

l«s Gwmetres me meconnoitroiit pas dans ce supplement un trait caracteristique du 
gemie ie fm M. loLER. Us sayent qu’il est pen de sujets pour lesquels il ne soit revenu 
sur ses faaees, em donnant toujours un plus haut degxe de perfection a tout ce qu’il avoit 
Mt anterieurement Nos Extralts memes en foumissent plus dWe preure, ou nous nous 
allaclioiig prindpalemeat a indiquer, souTent a la yerite par peu de traits, ce que Tillustre 
Aaieur syoil fait autrefois 'dans la meme maMere. 

M. Eulee seloil tu amete dans le conrs de son Memoire precedent par les difficultes 
que le grand nombre donations fait naitr^ des que Ton yeut donner a Texposant une 
yaleur qni surpasse 7; cast pourquoi il nWoit poursuivi ses recherches que jusqu’au cin- 
quieme ordre. AyanI to cependant que de ee grand nombre d’equations, qui resultent dans 
ciaque orir^ ne soul pas necess^es a la detennmation des formules contenues dans 

©ei mdre^ il a youlu ex amin er le buiM^e, on if ~ 10, en ne tenant compte que des equa- 
fiOM qui concoureit a la determinaMon des formules de eel ordra De eeUe fa^on TAuleur 
feouye dms mt orire 45 formula ioni neuf, sayoir dnq drculaires el quatre transcendan- 
seryeni a determiner les 3§ aulras; ^ oelle metlLode pent eire employee ayec le meme 
ayantage pour les ordres superieurs. 

Le Memoire est termine par une metbode generale de traiter Tordre n. 

1) Tide Conmieiitationeia 640, p. 392. Indids Enkstboemiani numerus 640 etiam pro boc 
Additamento yalei A. L. 
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1. Si methodum in praecedente dissertatione traditam ad altiores ordines 
qnam w = 7 transferre vellemas, ob ingentem aeqnationam considerandarnm 
nnmerum labor fieret nimis molestus. Quoniam antem vidimus non omnes 
istas aequationes concurrere ad valores singulamm formularum determinandos, 
opus non mediocriter sublevabitur, si quovis casn eas tantum aequationes in 
computum ducamus, quae immediate ad determinationes formularum perdu- 
cant, quemadmodum Me pro casu » — 10 sum ostensurus. 


DBTEEMINATIO 

HARUM FORMULARUM PRO CASU n = 10 UBI FORMULA 

~J fa J 


^(1 


2. Roc casu ei^o formulae valorem absolutum recipientes sunt 
(10, 1) = 1, (10, 2j = 4 , (10, 3) = 4 et M genere (10, a) = - • 

o cc 

Deinde omnes formulae, in quibus est p -f- j = 10, a circulo pendent idebque 
pro cognitis haberi possunt, quas ergo propriis litteris designemus: 


(1,9) = 
( 2 , 8 ) = 
(3, U = 
(4,6) = 
(5, 5) = 


10 sin. Yq ® 


10 sin.^a: 


lOsin. 


10 sin. TT * 
111 


A, 

B, 

C, 

= B, 


(6, 4) = 
(7,3) = 
( 8 , 2) == 
(9, 1) 


10 

10 




10 sin. 


lOsin. — 
10 


B, 

C, 
B, 
A. 


lOsin. 


lOsin-jg* 


3. Per has antem foniHilas dmailares reliquas in forma geaerali con- 
tentas neutiquam determimure licet, sed insuper aliquot formulas transcen- 
dentes in subsidium vocari oportet, ex qmbas cum ciradaribus illis wmiunciis 

Lbohhasbi Suberi Opem OTHnia I is Connnentationes analjticae M 
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reliquarum omnium valores assignare licebit. Nostro autem casu, quo n = 10, 
sequentes formulas tamquam cognitas spectari conveniet, quae in ordine prae- 
caienti, ubi » = 9, erant circulares, nunc autem in ordinem transcendentium 
transeunt. Eas igitur sequent! modo designemus 

(l,8i = P, (2,7)=a (3,6) = J?, (4,5) = P, 

(5,4) = P, (6,3) = iJ, (7,2)=$, (8,1) = P. 

Scilicet si valors harum btterarum quoque tamquam cognitos spectemus, per 
eos cum circularibus iunctos reliquas formulas omnes in boc ordine contentas 
determinare poterimus. Cum igitur numerns om n ium formularum integralium 
in hoc ordine « = 10 contentarum sit 45, ex iis autem novem ut cognitae. 
spectentur, reliquae 36 per Im litteras maiusculas determinari debebunt. 

4 Istas autem determinationes ex aequatione general! supra [§ 10] demon- 
strata peti oportet, quae hac forma continetur 

ia,l) {a-\-h,c) = {a, c) {a-\- c,h), 

ubi assumere licebit semper esse 6 > c, quoniam, si foret c = 6, aequatio foret 
idenMca. Primo igitur, ut Mnc aequationes, quae immediate determinationes 
praebeant, nanciscamur, snmamus a-f5 = 10, ut sit (10, c)==y; turn vero 
capiatur c = h — 1, quo facto pro a ordine scribendo numeros 1, 2, 3 etc. 
sequentes prodfount determinations 


(1, 

9) 

(10, 

8) = (1, 

8) 

(0, 

9) 

sive 

1 

8 


= P(9, 

9), 

ergo 

(9, 

9) = 

A 

■ 8P’ 

(2, 

8) 

(10, 

7) = 

= (2, 

7) 

(9, 

8) 

sive 

1 

7 

P = 

= <2(9, 

8), 

ergo 

(9, 

8) = 

tl 

(3, 

7) 

(10, 

6) = 


6) 

(9, 

7) 

siye 

1 

¥ 

<7 = 

»E(9, 

T), 

ergo 

(9, 

7) = 

C 

" 6P’ 

(4. 

6) 

(10, 

5) = (4, 

5) 

(9, 

6) 

^¥6 

1 

5 

I) = 

= S(9, 

6), 

ergo 

(9, 

6) = 

D 

" bS ’ 


5) 

(10, 

4) = 

= (5, 

4) 

(9, 

5) 

siye 

1 

4 

E = 

= S(9, 

5), 

ergo 

(9, 

5) = 

E 

“ 4S’ 

(6, 

4) 

(10, 

3) = 

= (6, 

3) 

(9, 

4) 

siye 

1 

S 

D = 

= B{d, 

4), 

ergo 

(9, 

4) = 

B 

° 3Ji’ 

(7, 

3) 

(10, 

II 

2) 

(9, 

3) 

siye 

1 

2 

C = 

li 

3), 

ergo 

(9, 

3) = 

0 

“ 2$’ 

(8, 

2} 

(10, 

1} = (8, 

1) 

(9, 

2) 

siye 


P = 

= P(9, 

2), 

ergo 

(9, 

2) = 

B 

“ P ■ 
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5. Ex formnlis igitur incognitas illis nnmero 36 iam octo determinavimus 
quae nobis viam stement ad novas detenninationes, quas primo derivabimus 
ex aequatione generali sumendo a = l, J==9 et pro c scribendo ordine 
numeros 1, 2, 3, ... 8, unde calculus ita se habebit: 

(1,9) (10,1) = (1,1) (2, 9) I ^ = (1,1)-|-, ergo (1,1) = ^, 

(1,9) (10, 2) = (1,2) (3, 9) |-^ = (1,2)^, ergo (1,2) = ^, 

(1,9) (10, 3) = (1,3) (4, 9) |-^ = (1,3)^, ergo (1,3) = ^, 

(1,9) (10, 4) = (1,4) (6, 9) 1^ = (1,4)^, ergo (1,4) = ^, 

t 7) 4 f! 

(1, 9) (10, b) = (1, 5) (6, 9) |-^ = (1,6)^, ergo (1,5) = ^, 

(1,9) (10, 6) = (1,6) (7, 9) |-^ = (l,6)g^, ergo (1,6) = ^^, 

(1,9) (10, 7) = (1,7) (8, 9) ^A = (l,7)^, ergo (1,7) = ^, 

(1,9) (10, 8) = (1,8) (9, 9) |^ = (1,8)^, ergo (1,8) = ^?; 

hocque modo septem novas detenninationes sumus adeptL 

6. His autem inventis consideremus aequationes ex valoribus a = 1 
J = 8, c = 1, 2, 3, ... 7 ortas eritque 

(1,8) (9,1) = (1,1) (2,8) I A[P=(1, 1)J? identica, 

(1,8) (9, 2) = (1,2) (3, 8) P = (3,8)^ (3.8) = -^|-, 

(1,8) (9, 3) = (1,3) (4, 8) || = (4,8)^ 

(1, 8) (9, 4) = (1, 4),(5, 8) (5, 8) = » 

(1,8) (9, 5) = (1,5) (6, 8) = | = 

(1, 8) (9, 6) = (1, 6) (7, 8) || = (7,8)^ (7,8) = ^^. 

/nrp A Q JiflP 

(1,8) (9, 7) -(1,7) (8, 8) TO-(8.8)-f , (8.8)-6Z^- 

64 * 
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1. Novas determinationes reperiemus ponendo a = l, b = T, c==- 3, 4, 5, 6; 
hine enira naaciscimur sequentes determinationes 


a, 7; (8, 3) = (1, 3) (4, 7i 
iI,7)(8,4j = (1,4k5, 7) 
[1, 1) (8, 5) = (1, 5) (6, 7) 
(1, T) (8, 6) = (1, 6) (7, 7) 


2JSiJ “ ^ ^ E 

DEPQ 

— ( 6 , i)-jy 


SEES 

DEPQ 

'4BSS 


(7,7)^^ 


(4, 7)^ 


AB 


(5 7 ) = -^^ . 
^ 2 ABBS 

(Q ^.JDJDepq 


(7, 7)^ 


CDEPQ 

iABBSS' 


8. Smxianias nunc o = l, 6 = 6, c = 4, 5 eritque 

(1, 6) (7, 4) = (1,4) (5, 6) I D = (5,6)^ | (5,6) = ^, 

(1.6) (7, 5) = (1,5) (6, 6) . m=(6,6)^ | (6,6) = ^^. 

Hactenus igitur omnes formulas (jp, q) determinavimus, in quibus p-\- q>W. 
Ex reliquis autem, uM + S' < 9> iam nacti sumus istas 

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), 
ita ut adhue detenninandae relinquantur istae 

(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 

(3, 3), (3, 4), (3, 5), 

(4, 4). 


9. Pro his inveniendis sumamos a = l et c = l, pro 6 autem ordine 
(apiamus nmneros 2, 3 etc. atque consequemur has aequationes 


(1.2) (3. 1) = (1, 1)(2,2) 

(1.3) (4, 1) = (1, 1)(2,3) 
* 1. 4) fp, 1, = (1,1) (2, 4) 

(1.5) (6, 1) = (1,1)(2,5) 

(1.6) (7, 1) = (1, 1)(2,6) 


AAQB 

CD 

AAB8 

DE 

AASS 

DE 

AABS 

CD 

AAQ B 
BO ' 


( 2 , 2 ) 


AP 

B 


(2,3)^ 


(2,4) 
: (2, 5) 
( 2 , 6 ) 


AP 

B 

AP 

B 

AF 

B' 


(2, 2) = 


ABQB 
CDP ’ 


(2,3) = 


ABBS 
DEP ’ 


(2, 4) = 


ABSS 
DEP ’ 


(2,5) = 


ABBS 
CDP ’ 


( 2 , 6 ) 


_ABQn 
~ BCP 


STcque etiamnunc detenninandae restant formulae (3,3), (3, 4), (3, 5) et (4,4). 
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10. Pro Hs sumatur a==l, c = 2 et 6 = 3, 4, 5 etc.; turn enim prodibunt 
hae aequationes 

ABORSS 
BiJEP Q ' 
ABBSS 
BEPQ ’ 
ABS 


(1, 3) (4, 2) = (1, 2) (3, 3) 

AABRSS 

DBEP 


(3,3) = 

(1, 4) (5, 2) = (1, 2) (3, 4) 

AABRSS 

CJDEP 

= (3,4)^^ ! 

(3, 4) = 

(1,5) (6, 2) = (1,2) (3, 5) 

\ AAQBS 
GBP 

= (3,5)^ i 

1 (3j o) = 


TJniea ergo formula restat determinauda, scilicet (4, 4), quae ex liac aequatione 

(1,4) (5, 3) = (1,3) (4, 4) 

defirdetur; erit euim 

-^^ = (4,4)-p ideoque (4,4j = ^pp- 


11. TJt nunc omnes has determinationes simul aspectui exponamus, quo- 
ndam in hoc ordine w = 10 omnino 45 formulae integrales occurrunt, si ex iis 
ut cognitae spectentur novem sequentes 

(1,9) = ^, (2, 8) = 5. (3,7) = C, (4,6) = D, (5,5) = iJ, 

(1, 8) = P, (2,7) = §, (3,6) = P, (4, 5) = 5, 

reliquae triginta sex ex his sequenti mode determinabuntur: 


2. (9,8) = 

3. (9,7) = 


1. (9, 9) — gp 

B 
TQ 
C 
&B 

4 . ( 9 , 6 )--^ 

,5. - {By 5) = 

6. (9, 4) = 

T (9,3) = ^ 


8. (9,2) 


P ' 


9. (1,1) = ^, 

10. (l,2) = 4f-. 

11. (1,3) 


B 

12. (1,4) = 4^, 


13. (1,5) = 4^-, 

14. (1,G) = -^, 



[124—125 


430 ADDITAMESTUM AD DISSEETATIONEM DE TALOEIBUS 


15. 


AQ 

B 

1 26. 

(8, 8) - 

BCP 

6AQB' 

16. 

(3,8} = 

BO 

AQ 

27. 

(2, 2) - 

ABQB 

CDP ' 

17. 

(A = 

CD 

28. 

(2.8)- 

ABBS 

ij «== 

AB 

DEP ’ 

18. 

/K a\ 

DE 

29. 

(2, 4) - 

ABSS 

{0, — 

AS 

DEP ’ 

19. 

(2, 6) - 

AQB 

CP 

30. 

(2, 6) _ 

ABBS 

CDP ’ 

20. 

(3, 5) = 

AES 

DP 

1 

31. 

(6, 7) - 

CDEP 

2ABBS’ 

21. 

(4,4) = 

ASS 

EP 

' 32. 

(6, 6) - 

DDEP 

2 ABSS’ 

22. 

(4, 8) = 

CDP 

2 AQB 

DEP 

SABS 

33. 

(3, 4) = 

ABBSS 

DEPQ ’ 

23. 

(5,8) = 

34. 

(6, 7) - 

DDEPQ 

S ABBSS’ 

24. 

(6,8) = 

DEP 

iASS 

35. 

(7. 7) - 

CDEPQ 
i ABBS S’ 

25. 

(7,8) = 

CDP 

5ABS 

36. 

(3, 3) - 

ABOBSS 

DDEPQ * 

Eladein 

metliodo, 

qua Me nsi 

smnns 

pro casu 

n = 10, hand diffieile 


erit ordines altiores erolvere; neque tamen hine adhuc elucet, quanam lege 
OHmes detenamationes pre^ediantair, quandoquidem valores certarum formu- 
larnm eoatiaao M^is evadaat complicati. Cetenmi valores, quos Me in- 
veaiMns, ommbas aeqi^tioaibns in forma general! 

(a, h) (a + &, c) = (a, c) (a + c, &) 

ixiiiteaMi depreliendtintiir, ita iit perpeteo aeqiiatio identica resiil* 

tet neqae idcirco inde nUa nova relatio inter litteras nostras mainsculas do- 
dnei queat. Tandem probe hie notasse invabit, quod in omnibus ordinibns 
praeter formulas a circulo pendentes commodissime eae formulae, quae in 
ordine proximo praecedente erant circulares, Me etiam tamquam cognitae 
accipi queant, qoippe quibus determinationes omnes optimo sueeessu perfici 
po^unt 
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METHODUS GENERALIS 
DETEEMINANDI YALORES FORMULAE 

, X r x^-^cx r xf-'^cx 

{P> (J) —J = J ^(1 -af)"-P 

A TERMING x==0 USQUE AD x^l EXTENSAE 
UBI PRAETER FORMULAS CIRCULUM INYOLYENTES 
IN QDIBUS EST p-\-q = n ETIAM ILLAE PRO COGNITIS ACCIPIUNTUR 

IN QUIBUS EST p-^q = n-l 

I. Cum aequatio generalis, unde onm^ ha? determinationes sunt peten- 
dae, sit 

(a, h) (a + 6, c) == (a, c) (a + e, b), 
sumatur prime a == n — a, h = a et c = a — 1 eritque aequatio 


(n — a, a) («, a — 1) = (« — «,« — 1) (« — 1, «)> 


ubi est [§ 7] 


(«, a — 1) 


In prime autem factere oh p = n — a et q = a estp + 3 ==« ideoque datur. 
In tertie autem factere, ubi p = n — a et q = a 1, est p-\-q = n 1 
ideeque pariter datur. Hinc erge eelligimus 

(« — c, a) 


, 1 («-«,«) 


ubi esse debet « > 1, ita ut pre a accipi queant emnes numeri a 2 usque 
ad « — 1; at vere casu a = l valor formulae per se est notus. 

n. In aequatione generali iam sumatur = & = « — 1 et c = l 

eritque nostra aequatio 

ex qua aequatione colligitur 
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abi esse debet ^<n — 1, ita at bine omnes formalae 1) defiaiantar a 
valore = l asqae ad /S==m — 1, qao posteriore casu fonnala (« — 1, 1) per 
se cognoscitar. 


ni. Ut bine etiam alias formas eliciamas, samamus a = l, l> = n — 2, 
c — y, at oriator baec aequatio 

(1, n — 2) (« — 1, j-) = (1, r)(l + r>'^ — 2)» 


abi primas factor ac tertias dantar per 11, secandas vero per I; ande qaartas 
derivatar, ^Oicet 


(1 + j', « — 2) = 


(1,« — 2)(» — l,y) 

(i,y) 


abi valors ipsias 1 + a 2 asqae ad « — 2 aageri possant. Cum igitar 
per I sit 

in — 1 v) ^ 

i y — 1 (n — y, y — 1) ’ 

tarn Yero per II sit 

(y,n-y—l)(n — l , l) 

(y+l,n — y—l) 

bis valoribas sabstitalas fiet 






(l,n — 2)(n — y,y)(y+l,n — y — l) 
(n — y, 7 — 1 ) (y, n—y — l){n-l, 1) 


lY. Saaiamas nane a = l, b = n — -3, c = d prodibitqae baec aequatio 
(1, « — 3) (m — 2, d) = (1, d) (1 4- d, « — 3), 


uade eoUigitar 


(« _ 3, 1 + 


abi ergo 1 -|- d eoBlmefe nameros 2, 3, 4, ... « — 3, ita ut bine excludatur 
[formnla] (m — 3, 1), qaae autem per 11 datar. At si valores ante reperfa sab- 
sbitimBtor, bet 

fn — B 14-d’!= («-3,2)(«-2,l)(«-4 + l,4-l)(d,w-^)(d+l,»-d-l) 

^ ' J tf-2 (K-2,2)(«-tf + l,#-2)(d-l, «-#)(«-!, l)(d,«-d-l)' 

unde patet esse debere d > 2 eodemque modo pro praeeedente formula 
> 1, ita ut Me excladantor casus in — 3,1), (n — 3,2), quorum quidem 
prior per 11 datar, alter vero per se. 
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J y (1 — 3^)^ ~ f 


Y. Statuamus none a — 1, h==n — 4 et c = b prodibitque baee aequatio 
(1, w 4) (n 3, «) = |1, f) (1 -f- — 4j, 


unde concluditur 


/„ ^11 s (« — 4, 1) (m — 3, e) 

(n-4, l + f) = ^ r-I; 


ubi si loco (« — 3, «) valor ante inventus substitueretur, factor absolutus in- 
grederetur , ita ut esse debeat « > 3 ideoque 1 + a > 4, unde Me exclu- 
duntur casus (m — 4,1), (w — 4, 2), (» — 4, 3), quorum quidem primus ex II, 
tertius autem per se datur, medius vero revera manet incognitus. 

YL Statuamus porro a = l, b = n — 5, c = y et aequatio exit 
(1, « - 6) (« - 4, ^ = (1, 0 (1 + ?, « - 5), 


unde fit 




ubi ob formulam (« — 4, Q debet esse ^ > 4 ideoque 1 + ^ > 5, unde Mnc 
excluduntur casus (n — 5, 1), (« — 5, 2), (n — 5, 3), (« — 5, 4), quorum quidem 
primus ex II constat, quartus vero per se datur, ita ut Me oecurrant duo 
casus etiamnunc incogniti (« — 5, 2) et (« — 5, 3). 


dibit 


YU. Simili modo si ulterius sumamus a = l, h = n — 6 et c = ij, pro- 

(n-6,l+v)- 


ubi revera. occurrunt tr^ sequentes casus (n — 6,2), (n — 6,3), (« — 6,4), 
qui adbuc ma nent incogniti, atque boc modo progredi licebit, quousque ne- 
cesse fuerit; unde patet numerum casuum incogmtorum continuo augeri, ita 
ut terminorum p et q alter futurus sit vel 2 vel 3 vel 4 etc., qui igitur casus 
adbuc definiendi r^tant. 

Vlil. Sumamus nunc primo o=-l, h = d, c==l, ut aequatio nostra fiat 
(l,0)(l + d,l) = (l,l)(2,<9). 


unde condudimus 

Lk> 2 ihabbi Opera eiimia I is Commealaiiones aaaljlieae 


( 2 , 0 } — 
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quae formula iam omnes casus eiclusos suppeditat, in quibus alter terminus 
erat 2. 

IX. Deinde sumamus a==2, i — x et c = l, ut aequatio prodeat 
(2, x) (2 + X, 1) = (2, 1) (3, x), 


unde fit 


/3 

1 ^’ — ( 2 , 1 ) 


ubi cum (2, x) per praecedentem numerum detur, nunc etiam ii casus inno- 
tescunt, ubi alter terminus erat 3. 

X. Sumatur porro o = 3, b = x, c = l eritque 

(3,x)(3 + x,l) = (3,l)(4,x), 


xmde fit 


{A v) = (^1 *) 

/ ( 3 , 1 ) ’ 


unde igitor ii casus eliduntur, ubi alter terminus erat 4. 

Eodem modo pro reliquis proceditur sicque omnes plane casus in for- 
mula proposita content! plene sunt determinati. 



QUATUOR THEOREMATA 

MAXTME NOTATU DIGNA IN CALCULO INTEGRAL! 


Gonventui exhibita die 1. lulii 1776 

Conunentatio 651 iadicis Enestkoexiaki 
Nova acta academiae sdentiaruin Petropolitanae 7 (1789), 1793, p. 22 — 41 
Sammariani ibidem p. 37 — 38 


SUMMARIUM 

Le sujet de ce Memoire est encore, comme ceM dn Memoire precedent^), nne suite 
des reehercbes multipliees de I’Auteur sur les courbes alg^riques, dont les arcs indefinis s 
sont expiimes par une meme formule int^rale, savoir 

s = J'gy sung)“~\ 

Car comme les ordonnees d’une eourbe qudconque, qui repondent a cet aro inddfini s, sont 

x^Jcs cos. e» et f=Jds sin. ©, 

(D etant Tangle de courbnre, tout revient a trouver pour cet angle a une valeur telle que 
a: et y puissent etre exprimes algebriquement. Or M. Edlee a tronve que la valeur 

<3 = (« + 2t + l)f) 

a cette condition, Ob » d&igne un nombre qnelconque, entier on fractionnaire, 
posiiif on n%atif, et i un nombre eniier podMf qndeonque; propriete qui est demonteee 
dans le premier et le second Tbeoreme, ob TAuteur donne pour Jds sin. m et pour fds&is. m 
les int^rales algebriqnes eomposMS la prraniere des sinus, Fantre d« cosinus d’angles qm 

1) Memoire 650 (sxdvant Tlndex d’EssarBSM): Be formulis differenHaMbm, gme per Sums 
pluresve qaantUaies datas mumplieatae fimt inteprabUes, Nova acta aead. sc. Petrop. 7 (1789), 
1793, p. 3; Leoseaxdi Euleri Opera omnia, series I, voL 23. A. L. 


55 * 
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r37-88 

L 22 


formeat une progression arithmetiqtie decroissante dont le premier terme est (n+2i)(p, 
k dernier Mq> et la difference 2cp. La demonstration de ces deux premiers Theoremes est 
fond« sur nne rMnction gmerale tiree de la differentieUe des deux formules 

sin. (p^ sin. X(p 6t sin. (p”' cos. k(p. 

aest par des expressions semblables et demontrees de la meme maniere que dans les 
deux demiers Theoremes M. Eclee presente les integrales des memes formules fds cos. ca 
et fcssm.m, is etant = iq! cos.^’‘-\ de sorte que ces deux Theoremes combines peuvent 
servir a trouxer une infinite' de courbes algebriques dont les arcs indefinis sont exprimes 
par la meme fonnnle iniegrale ficp cos. q)’-\ les deux premiers The'orfemes ayant fourni 
une infinite de courbes alg^riques, dont les axes indefinis sont = tp sin. tp 

Finakment tons les quafee Theoremes combines frayent le chemin a la solution du 
Probleme de trouxer une infinite de courbes algebriques dont les arcs indefinis sont ex- 
primes pins genentlemeiit par la forme 

Jd(pY{aa sin. cos. 

ProHeme dont la solnMon termine ce Memoire. 

Jfons ne poiiTons ps^ passer sons sUence nne chose digne d’etre relevee, c^est que 
M. Euler a resolu an § 20, ponr ainsi dire en passant, nn probleme qni Tavoit beanconp 
ocenpe autrefois et dont il avoit desespere pins d’nne fois de trouver la solution.^) 


THEOEEMA 1 

1. Bendmte ip mg^um qummnque variahilem si n significet numerum 
qimmmn^ mm integmm me fractum sive positimm sive negatwym^ turn vero 

ds = sin, 9 )”“^ 

sequenfes iniegrales omnes algehraice ^Mberi possunt: 

L J* 0s sin. (# + l)f «= sin. 

n. J 0s sin. (n 3) 9 = ^sin. (w + 2) qp + - sin. nep ^ , 

1 ) Yoir le memoire 6S9 (snivant Tlndex d’ENESTROM): De innumeris curvis dlgehraicis^ 
qmmm hugituimmi per arms eMiptiws metiri licet, lifova acta acad. sc. Petrop. 5 (1787), 
list, p. 71; Leonhabbi Evleri Opera amnia, series I, vol. 21, p. 163, snrtout p. 178. A. L. 
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III. J 8 s sin. (n + 5) (p 

sin. / * / MS ^ X 21 \ 

-^2- (« + 4 j 9 + - sin. (« 2 ) <p+ sin. j, 

IV. J" ds sin. (n + 7 ) 9 


V. J ds sin. (« + 9 ) ^ 
(sin. (n + 8)9 + sin. (« + 6)9 + 


11+2 »+l n 


Bin,n(p 




sm. go* 
« + 4 


+ 


^ sin. (« + 2)9) -j- ^ 


sin. (n + 4)9 

m + 3 n + 2 » + l n ' 


» + 3 n+2 
3 2 


+ 


fj' + S w + 2 ?f + l 

VI. J'ds sin. (w + 11)9 

^ (sin. (» + 10) y + sin. (« + 8) » + ^ 

4 3 2 


sin, 
n+b 

5 


ti + 4 n + 3 n + 2 

+ 


^ sin. (n + 4 :) 9 ^ 


n + 4 h + 3' n + 2 it + l n 

etc. 


« + 4 «+3 m + 2 W+1 

2 1. \ 

— sm. nffi I 

_L t A / 


sin. (n + 6)9 
sin. (n -\- 2 ) cp 


Unde si i demtet numerum fositivum guemcungtte, generaliter h<d>d>imus 

J* 8 s sin. (n +- 2» + 1)91 

= fsin. (n -+ 2i) ® 4 — — - sin. (« + 2* — 2 )cp 

«+» V \ > J'T ' V 


+ 


+ 


n + i— 1 « + » — 2 
i *— 1 i — 2 


* +5 sin. (« + 2i — 4)9 


+ 


» + » — 1 « + ♦— 2 » + t — 3 

f i [ — 1. i — 2 i — 3 


+ 


j^ + i — 3 n + i — 4 

f — 1 i — 2 


sin. (n -j” 2f — 6)^ 

(n + 2 f — 8 )f) 


■ • dlj+s (“ + 2i - 1«)9> + ete.), 


« + »— 1 » + »■— 2 « + »— 3 n + i — 4 n + i 
gme ierminorum jarogressio gmvis cam sponte abrumpitur. 
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QUAirOH THEOEEMATA MAXTME NOTATU DIGNA 
DEMONSTEATIO 

2. Ad Teritatem huins theorematis demonstrandam consideretur ista for- 

mnla 

Z = sin. <f sin. Ayi, 

quae differeniiata dat 

QZ = sin. cos. <p sin. X(p % sin. (p cos. A (^. 

At per reducMones cognitas est 

s. 9 sin. Aq; = + Y s™. (A — l)^ + ^ sin. (A + 1) 


cos. 


et 


sin. 9 > cos. Aq> = — sin. (A — 1)^ + Y sin. (A + 1)^P> 


quibus valoribus substitutis, quoniam posuimus d(p sin. = ds, erit 
2&Z = ds{{n — A) sin. (A — 1) y + (» + A) sin. (A 
unde denuo per partes int^rando dedudmus 

/as sm. (i + 1)5P - ™ + l^/Ss sin. (A - 1) (p 
/a. sbn (A + l)y = + 1^/,, 0 _ 1)^. 


8i¥e 


3. Slabilita igitur hae postrema reductione generali capiamus A = n, ut 
adipisounur isfam int^iationeni absolutam 

J" ds sin. (« 1)9> = sin. n(pi 

2func vero statuamus A — » + 2 et forma ilia generalis dabit 

fds sin. (n + B]q> = sin. (« -]- 2) y + f ds sin. {n-i-l)<p 
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sicque haec integratio ad praecedentem eat reducta. lam ponamus A = n -f 4 
et forma generalis suppeditabit 

y ds sin. (n + 5)^P = (” 

quae ergo integratio itemm ad praecedentem est reducta. Sit porro A == « + 6 
et ex forma general! prodibit 

y’ 0s sin. (« + 7) 9 ) = sin. (n + 6 )y + sin. (n-\-5)ip 

sicque augendis continue valoribus ipsius A binario ulterius progredi licebit. 


4. Quodsi iam singulos valores integrales antecedentes in sequentibus 
substituamus,. sequentes orientur integrationes absolutae: 


/> , ^ . H in. w 

1 . J ds sin. (» + 1 ) 9 ! = — ^ sin. nep, 
n. fds sin. (« + 3)cp = (sin. (n + 2)q> + ^ sin. nep), 

III. y ds sin. (« 4- 3)<p 

(»m. (« + 4)y + ^ (« + 2)y + ■ i «9>). 


IV. J' ds sin. (n + l)cp 

_^(sin.(«+6)y+45Bm.(n+4)y+4j~sin.(n+2)5P+45-j|jVn.«y); 

quae enm sint eae ipsae formulae, qnas in theoremate annuncia^mus, eius 
veritas sufficieiiter cst evicta. 
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THEOEEMA 2 

5. Detiotante (p anguAum guemcmgne varidbUem si n denotet numerum 
guemcungue ac brevitatis gratia ponatur 'id a'ote 

5s = ^9psm. 

etiam omnes sequentes irUegrationes per algehraicos vdlores exMberi possunt: 

L y* ds cos. {n t)(p — cos. ncp, 

n. y ’ ds cos. (n-\-S)(p = ^cos. [n 2) (p ^ cos. 'nc^ , 


in. y ds cos. (w + 6 )y 

= ||f H.(« + 4)9 4-^cos.(w + 2)9p + ^.1cos.«9), 


IV. y* ds cos. (n -\-l)(p 

,_^^(co*.(»+6)y+^cos.(«+4)5p . „+i 




^ ^ cos.(«+2 )9 ,+^.^.^cos.«^p), 


V- y * ds cos, [n + 9)9 


“ + (" + ^) V 

VI. y * ds cos. (w + 11)9 

T+I + 10)?P + cos. (« + 8)9) + cos. (»* + 6)9) 

'^»+4 « + 3 w + 2 COS. (« 4- 4) 9 4- COS.(« 4 - 2)9 

I ^ 3 2 1 y \ 

+ ^ ^ • ;[+2 * ;r+r ' « ^ 9> j 

etc. 
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Unde patef, si i denotet numerum posiiivum quemcunque, fore in genere 

J' 8 s cos. (« -f + 1) <p 

sin. w”" / / , i 

T+T + ^*) COS. (« + 2 i — 2)93 

^ r4 — - • — ^ - COS. 2i — 4)(p 

n + j— 1 M + t— 2 '■ ‘ 

£ ^ I 2 \ 

-] 1— : — 7 — i“~„ — 7-^^ COS. (« + 2 i — 6) cp + etc. ] , 

»+»— 1 »+i— 2 n + t — 3 ^ ‘ ‘ J 

quos terminos quovis casu eottsque continuari oportet, donee sponte evanescant. 


DEMONSTRATIO 

6. Ad veritatem honim iEtegralium demonstrandam consideretur ista 
formula 

Z = sin. 93* cos. ?.(p, 

cuius differentiatio praebet 

dZ = 8 g> sin. (n cos. 91 cos. Xq> — X sin. tp sin. X<p), 


quae expressio ob 


et 


cos. 9) cos. A9? = 4- coa (A — 1)93 + 4' cos. (A + 1)9) 

A A 

sin. cp sin. X(p — ^ cos. (A — 1)9 — 4" 

A M 


si loco d(p sin. valorem assumtnm 8 s scribamns, flet 

28 Z = 8 s ((« — A) cos. (A — 1) 9) + (« + A) cos. (A + 1)9), 
unde iterum per partes int^rando erit 

2 sin. 9" COS.A9 = (« — X)J^8s cos.(X — 1)9 + (» + A)J^(3s cos. (A + 1)9, 


atque Mnc d^udmus sequentem reductionem ^neralem 

/»„ ,, , 2 sin.®" cos. A® , A — n -t\ 

f 8 s cos. (A + 1)9 = cos. (A - 1)9. 


Leonhabbi Eulebi Opera omnia Commentatioiiei amaljtic^e 


m 
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7. Ponamus igitnr primo A = w, ut obtineamus banc integrationem 
absolutam 

/ , .. sin. 

ds cos.(« + 1)^ = — cos. ncp. 

Fiat jam A == « + 2 et forma generalis dabit 

f 8 s cos. (n + 3)9? = cos. (« + 2) 9) + / 8 s cos. (w + 1) 9. 

Stataatnr porro A = «4-4 et consequemur 

y* 9scos.(w + 5)9> = cos.(w + 4)9? cos.(w + 3)9. 

Ponamim ulterius A = » + 6 ac reperiemns 

f 8 s cos.(« + 7)9 = cos. (« + 6) 9 + f 8 s cos. (n + 5) 9. 

Fadamns simili modo ulterius A = i* + 8 ac nanciscemur 

fSs cos. (« + 9) 9 = cos. (» + 8) 9 + f 8 s cos. (w + 7) 9 

etc. 


8. Quodsi iam singulos valores integrales praecedentes in sequentes in- 
troducamus, perveniemus ad istas integrationes absolutas; 

L y*5s cos. (» + 1)9 = cos. »9, 

II. J'ds cos. (» + 3) 9 = ^lY "t" * 

IIL y* ds cos. (% + 5) 9 

Sin cjp^ / 2 2 1 \ 

= ¥^2' + y+t • 7 ’ 

IT. y* 8 $ cos. (w + 7) 9 

sin. 1101 \ 

= ^(cos.i»+ 6)9+— cos.(»i+4)9+— ~cos.(n+2)9+~.^.-cos.»9) 

etc., 
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quae manifesto sunt eae ipsae formulae, quas in theoremate produsimus, 
quarum ergo veritas nunc solide est demonstrata. 

COEOLLAEIUM 

9. Haec duo tbeoremata combinata inservire possunt ad inuumerabiles 
curvas algebi'aicas inveniendas, quarum arcus iudefiniti s omnes per eandem 
formulam integralem J’dip sin. exprimantur. Cum enim elementum cur- 
vae sit 

ds == sin. 

omnes plane curvae buic conditioni satisfacientes ita generaliter exhiberi pos- 
sunt, ut earum coordinatae sint 

X = J^8s cos. to et fds sin. to. 

Nunc autem videmus ambas istas expressiones revera fore algebraicas, si 
angulus (o ita accipiatur, ut sit 

to = (« -f 2* -f- 1)^, 

ubi loco i numerum quemcunque integrum positivum accipere licet Quam- 
obrem nximerum taliu-m curvarum algebraicaram in infinitum augere licebit; 
curva autem simplicissima sine dubio prodibit ponendo i — 0. Hoc ai^u- 
mentum iam nuper fusius pertractavimus.^) 


THEOEEMA 3 

10. DefK^nte (p angulum quemcungue varicMlem si « siffniftcet ntmerum 
querncungm dve integrum sive fradum sive positimm sive negatimm, turn vero 
statuatur 

0$=- dg>co8.cp’‘ \ 

seguentes formtdae integrates omim e^fdirake e!jM)&ri posmni: 


1) Confer Commentationem 645 (indicis EirasTBOEMiASi): Be curvis a^ehraids, gmmm 
Imgiiudo e^wimtur hae formula integrdli 

1790. p. 36: Leosuardi Evleei Opera omnia, series I, voL 21, p. 180. A. L- 

m* 
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_ f ^ V COS. (p 

I J ds cos. (w + 1)93 = ~ sin. n<p, 

n. f 9s cos. (n + 3')(p = ^sin. (« -f 2) 9 ) — sin. , 
ni. J' 9 s cos. (» + 5) 9 ) 

^(sin (« 4. 4)93 - ^ sin. (« + 2)93 + ^ • i sin. 


COS. (p 

‘'» + 2 


€08, 

M 


IV. y* 9 s cos. (» + 7) 93 

»B.f3"/ 3..,.. ,3 2 ..-, 3 21. \ 

„_-_(^sm.(»+6)9-^8m.(»+4)9+j^~sni.(«+2)y-— 

V. J'Bs coa.(n -{■ 9 )^ 

- (™- (* + 8 ) (P - ^ Ai- (» + 6 )<p + ^3 ■ sin. (ti + i),p 

- 4 5 ■ iTi • ilr + ^>»’ + ST? • 2 ■ iTT • i ” 3") ■ 

TL fH cos. (n 4- 11) 9> 

“ ^(™’' (” + “>»■ - STS “A- (« + 8)9» + 4t ■ ST? 3" 


i» + 4 »43 »42 


^ sin. (» 4 - 4)93 ■ ^ 


71 4: M -f” 3 

4 3 2 


STI'ST? ■ ST? ■ STT (” + 2)9 

2 1 . \ . 

’^•^8m.^93). 


?i-}-4 fi-f-3 n'\- 2 

Mp wnSwditur fmre genercdit^ denotante i nwnfierwni integrum positivum 

qumicunque 

f 9 s co8.(« 4- 2i 4- 1)93 

= ITh (n + 2i)<p- sin.(». 4- 2*- 2)93 

+ ^ ^ 

4^:1 • sin- (»^ + 2i - 6)93 + etc.) . 


n 
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DEMO^sSTBATIO 

11. Ad veritatem Imius theorematis demonstrandam consideretur ista 
formula 

Z = cos. (f' sin. 

quae differentiata dat 

dZ = d(p cos. ( — vt sin . <f sin. -{- A cos. (p cos. X(p), 
quae per reductiones ante adhibitas transformatur in banc formam 
2 dZ = 8s ^(A — cos. (A — 1) (p "d* (A -j- n j cos. (A -b 1 ) (pj , 

unde iterum per partes integrando nanciscimur 

2Z= (A — n)J'8s cos.(A — l)gi + (-1 + »} cos.(A + l)f, 
bincque deducimus istam integrationem generalem 


J'ds cos. (A + l)(p = 


2 cos. 9 * sin. A A — » 


X f% 


X % 


j*ds cos. (A — Y)tp. 


12. Sumamus nunc primo A = «, ut posterius integrale toUatur, ac pro- 

dibit 

J' ds cos. (« -f- V)q> — sill- • 

Nunc autem porro ponamus A = » -f 2 et forma nostra generalis nobis 
praebebit 

y* 3s cos. (w -f 3)y = sin. (n + 2)ip — f &s cos. (« -f 1)^, 

ubi ergo posterius int^rale iam ^t inventum. Fiat ulterius A = «-f 4 et 
babebimus 

f8s cos.(« S)f = sin. (« 4- 4)9 - cos. (« -f- 3 ) 9 , 

quod posfcremum integrale itidem iam patei Sumamus nunc A = w-f 6 et 
foirma generalis dabit 

fds cos. (n -f 7)9 = sin. (« + 3)9 - cos. (« + . 5 ) 9 . 
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Simili modo si faciamus A = « + 8, obtinebimus 

fUs cos.(» + S)f - ^ sin-C® + 8)y - “s- (* +’)■?• 

Hocqae modo nlterios progrediendo perpetuo sequentia integralia per prae- 
cedenfcia exprimere licebit. 


13. Qaodsi eigo valores integrales praecedentes in sequentibus substi- 
tuamns, cons^jnemnr istas integrationes absolutas: 

I. Jdscos.(n + V)(p = —^sm.ng), 

II. fds cos.{n + 3)93 = ^^(sin. (» + 2)q) — i sin. 
m. y * ds cos. (n 5 ) (f 

= (« + 4)9 - 5^ sin.(w + 2)93 + ^ sin. ncp). 


IV. J' 9s cos. (n + 7) 9 

=^^^-^{sin.''«+6)9 — ^sin.(«+4)9H — ^ ~ 
w + 3\ nT-2 ^ m+ 2 w+1 


,3 2 . . , 3 2 1. 

bnT-s-:7TTSin.(«+2)9 — tt — S in 


m +2 «4-1 w 


.«9^> 


V. y* 9s cos. (i* + 9) 9 

— (sin.(« + 8)9 — 


^ sin. (« + 6) 9 + ^ 


M+ 3 «+ 2 


sin. (n + 4) 9 


4 3 2 . . I ,4 3 2 1 . \ 

i-1-3» + 2m+ 1 ^ ^^‘»+3» + 2w + l n 

. etc., : 


unde veritas nostri theorematis abunde elucet. 
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THBOREMA 4 

14, Denotante cp angulum guemcungue variaMlem si n significet nunierum 
guemcunque sive integrum sive fr actum sive positivum nve negativum, turn vero 
statuatur 

ds == dcp cos.(p'‘~^, 

seguentes formulae integredes omties algd)raice exprimi poterunt: 

1. J' ds sin. = 

n. Jds sin. (n-\-Z)cp=‘ — ^cos. (« + 2) 9 > — ^ cos. w , 

ni. y * ds sin. (« + h)(p 
^ (” + 2) + ^ • i cos. « <p) , 


IV. j' ds sin. (n-\-l)(p 


^±:|:(cos.(«46)9-5^cos.(«44)9+^~cos.(«+2)^p-^.^-icos.«9) 

Y. J‘dssm.{n-{-9i){p 

^ (’‘+8)9’ - 5^ cos. (» + e)(p + cos. (n + i)f 

: ~ — cos. (« + 2) (P + ~ • ~ cos. , 


COS. (p 

4 


VL J*0s sin. (n + 11) f 


cos. 


^ (cos. (« + 10) ^ cos.(n + 8)g> 

j n 5 4 B ^ 


C0s.(fi + 6)f 


+ 4 n + Z n+2 


cos. (» + 4) 9> + ^ • r +2 • ^'1 


cos. (» -{- 


4 


w + 4 k + 3 m + 2 tt+1 n 


COS, 


«v)- 



448 


QTJATUOE THEOREMATA MAHMB NOTATU DIGNA 


[32 


Unde manifesto patet, si i denotet mmerum quemcunque integrum positimm, fore 
in genere 

J'ds sin. (« + 2* + 1) 9 

= — £2?^^cos. (« -\-2i)(p — — r cos. (n-\-2i — 2)q) 


+ 




COS. {n + 2i — 4) 

cos.(» + — 6)9 

4 _ : ^ — :: : : — - COS. (n 4- 2i — 8)q> — etc 


w + t — 1 n-\-i — 2 

i i—1 i—2 

— l n-j-i — 2 M + i — 3 

t — 1 i — 2 i — 3 




DEMONSTEITIO 

15. Ad hoc theorema demonstrandum consideretur formula 

COS.9” cos. A^p, 

quae differentiata praebet 

SZ = — Bq> cos.y”"^ (n sin. p cos. A 9 P -j- ^ cos. cp sin. X(p), 
quae per notas reductiones reducitur ad banc formam 

2dZ = — dsifl + ») sin. (A + l)^) -f (A — n) sin. (A — 1) (p), 
quae iterum per partes integrata dat 

2 Z= — (A + sin. (A + 1) q’ — (A — n)J'ds sin. (A — 1 ) 9 ), 
unde deducitur ista integratio generalis 

fH si. (A + 1) ^ sin. (A - 1) 

16. XJt membrum integrals postremum e medio tollatur, capiamus X = n 
et forma generalis dabit 

J sin. (« + 1 ) 9 p = — cos. « 9 ). 
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Statuamus nunc porro A = » -{- 2 ac proveniet 

J" ds sin.(» + 3 ) 9 : = — cos.(« + 2)y — ^ sin.(n + 1)^- 

Fiat porro A = « + 4, ut oriatixr 

J" ds sin. {n-\-5)<p = — cos. (« + 4) ^ Jds sin. {n-^3)<p. 

Sit iam A = w + 6; fiet 

fds sin. (« + 7) 5 P == — cos. (« + 6 ) 9 ) — J'ds sin. (n + 6 ) 9 . 

Simili modo sit A = « + 8 ac resultabit 

f ds sm.(n + 9)(jp = — cos. (« + 8)<p — sin.(« + 'i)9 

etc., 

ubi pariter sequentia integralia per praecedentia definiuntur. 


17. Quamobrem si ubique valores integrales praecedentes substituantur, 
orientur sequentes iutegrationes absolutae: 


I. y’ 9s sin. (n + 1) y = — cos. n(p, 


II. f ds sin. (» -f 3) 9 (cos. (« + 2) 9 ) — — cos. n(^ , 

IIL J'ds siu. (« + 5 ) 9 ) 

^^•(eos. (« + 4)9 - ^ cos. (» + 2 ),. + ^ • i cos. »y), 
IV. fds sin. (n -f 7)§» 


eoB. 


Leohhabdi Opera omnia 1 18 CommentaiioneB anriyticae 


n-\-2 n+l » 
57 


0 - 
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V. J'dssm.{n + 2i)(p 


COS. 

¥+ 


(cob. (n + S)cp — — 3 cos. (n + &)(p + ^ cos. (n + A) (p 

- ? — . — - — cos. (tt -h (f> A ’ — T~^r ■ — TT ■ — cos. TK^ 

K-f3«+2w + l ^ ^ w-f-3w-f-2»+l n ’ ) 


etc. 


sicque veritas tlieorematis propositi sufficienter est evicta. 


COEOLLAEIUM 1 

18. Si ds = d(p cos. qf~^ denotet elementum cuiuspiam lineae curvae, 
euius coordiaatae orthogonales siat x: et y, ita ut sit 

ds*= dx^-\- dy*, 

hoic conditioni generatim satisfiet sumendo 


dx = ds cos. (B et dy^ds sin. co. 

Nunc igitur ex binis posterioribus theorematibus patet innumerabiles hnius- 
modi curvas algebraicas exhiberi posse, si scilicet capiatur 

to = (w -f- 2* + 1) 95, 

quandoquideia hinc valores ipsamm x et algebraice exprimi possunt; ac 
simplicissima quidem curva prodibit ponendo i = 0; turn erdna fiet 

c^s cos. (»» 4 " = d sin.« 9 ) 


et 


y =J‘ds sin. (n + 1 ) 9 ) = — 


COS.Ji^). 


COEOLLAEIUM 2 

19. Qnodsi sumatur n = l, ut fieri debeat ds = dcp ideoque 5 = 9 , hoc 
est arcui circulari a^qualis, tum facile ostendi potest, quicunque valor numero i 
triboatur, carvas resultautes omnes fore circulos, ita ut hoc casu praeter cir- 
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culuin. nulla alia curva algebraica satisfaciat , id quod pro casn i = 3 osten- 
disse sufficiat. Turn finim erit 

® 8 (p — — cos. q} (sin. 7 q> — sin. bq> sin. 89; — sin. cp), 

quae forma per reductiones abit in banc 

a: = -i- sin. 89). 

Turn vero habebitur simili modo 

y —J^ sin. 8 (p == — i cos. 9) (cos. 7 q) — cos. 5 q> cos. 89? — cos. 9>), 
quae per similes reductiones praebet 

j/ = ^ (1 — cos. 89)) ideoque = i cos. 8 <p. 

Ex Ms iam valoribus coniunctis manifestum est fore 

quae utique est aequatio pro cireulo. Eodem modo ostendi potest, quicunque 
valor numero i tiibuatur, semper quoque drculum esse proditurum. 


COBOLLAEIUM 3 

20. Casus quoque, quo « = — omni attentione est dignus, pro quo 
curva simplieissima erit 

x=- dscoa.—q) = -~ — — et 3/ = / sm, — 9 = 

j/eos. f? yeos. 

ita ut elementum buius carvae futurum sit 


ds 


dtp 


cos.yl/cos.go 
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lam ad angulum <f eliminandum quoniam est 


habebimus 


(cos. Y (pj— (sin. Y 9 )) = cos. (p , 
yy — XX — 4 sive yy = 4-\- xx, 


qaae est aequatio pro hyperbola aequilatera sive rectangula.^) 


SCHOLION 1 

21. Qnamqnam autem in his quatuor theorematibus i nfini te, e formulae 
int^rabiles sunt exhibitae, tamen occurrere possunt certi casus, quibus inte- 
gralia assignata evadunt incongrua atque adeo naturam quantitatum algebrai- 
camm penitns anhttunt. Tales casus oriuntur, quoties exponens n vel eva- 
nescit vel nnmero int^o negative fit aequahs. Hoc enim casu fieri potest, 
at qaispiam factor in denominatoribus in nihilum abeat, ideoque ipsi termini 
in infinitum exerescere videntnr. Etiamsi enim hoc incommodum adiectione 
eonstentium pariter infinitarum evitari posset, tamen ipsi termini inde resul- 
tants non amplius forent algebraici. Ita si esset n — 0, omnia prorsus 
int^ralia ibi exhibita penitns toUerentur. Si autem esset w== — 1 , turn 
tantum primae formulae relinquerentur, sequentes omnes autem evaderent 
inutiles. Si esset w = — 2 , turn binae priores formae tan^ium subsistere pos- 
sent, solae autem temae, si esset n = — 3 , etc. His autem casibus exceptis 
quicunque valores exponenti n tribuantur, singula theoremata innumerabiles 
suppeditant formulas integrabiles. 


SCHOLION 2 

22 . Quemadmodum birds prioribus theorematibus iam sum usus ad in- 
numerabiles curvas algebraicas inveniendas, quarum longitude s hoc valore 
exprinaatur 

sin. 

ita etiam bma postenora theoremata innumerabilibus curvis algebraicis in- 
vemendis inservire possunt, quarum longitude sit 

s = y* dy) cos. y"~‘. 


Ij Vide Hotam p. 436. 


A. L. 
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Etiamsi enim M duo casus prorsus inter se conveniant, si quidem loco (p 
scribendo 90 “ — <p altera formula in alteram transformatur, unde quis suspicari 
posset duo posteriora theoremaia tuto omitti potuisse, tamen bos casus non 
tarn plane ex prioribus deducere licet, quippe qui veritates per se notatu 
dignissimas involvere sunt censendi. Quin etiam omnia haec quatuor theore- 
mata iunctim sumpta viam sternunt ad infinitas cnnras algebraicas investi- 
gandas, quarum longitude s formula multo magis complicata exprimatur; 
ad quod ostendendum ante oculos exponamus integrationes generales, ad quas 
singula theoremata nos duxerunt. 


I. ^ sin,(« + 2 * 4 - 1 ) 9 > 

(sin. {n + 2i)9) + (« + 2 t — 2 } 


sm, 

n 


f — 1 


+ 


n + i — 1 + 2 

i i — 1 f — 2 


sin. + 2i — 4)'9? 


+ 


— 1 fi -j- % — 2 H % — 3 

i—l i — 2 i — 3 


- sin. (ti + 2i — 6)y 


»+j— 1 « + ?• — 2 » + i— 3 »-i-i 


sin. (» + 2* — 8) 9) 4- etc.^ . 


n. y* sin. cos. (n + 2 i 4 - l)y 
(cos. (n 4- 2i)9 4- j- cos. (» 4- 2 i — 2)9p 


+ 


t — 1 


n + i— 1 «4-* — 2 


cos. (« 4- 2* — 4 )y 


+ 


i — 1 i—2 


cos.(m 4" 2i — 6)9> 


M4-i— 1 n + i— 2 M+i— 3 

_j 1 • ]~A — cos. (n 4- 2i — 8)9 4- etc.\. 

‘ — 1 n-\-i — 2 ^ ^ + f — 4 ^ / 

TTT- J* d(p cos. 9"“* cos. (» 4“ 2i +- 1)9 

= + 2 * — 2 )(p 


+ 


i—1 


n + i — 1 n + i— 2 
i i — 1 i — 2 


sin. (« +- 2i — 4 )y 

sin. (» 4" 2» — 6)9 


+- 


n + i — 1 n + i — 2 n + i — 3 

i-1 i-2 i-3 gin.(,»q_2i_8)9 — etc.). 


tj + i— 1 + i — 2 nA-i — 3 n + t — 4 
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lY. y* 9f COS. 9 *“^ sin. 1 ) (p 

^^(cos. (» + 2i)<P - cos. (« + 2 * - 2)(p 

+ 

i % 1 i 2 


n + i—1 n + i—2 w + i— 3 
i — 1 i—2 i — B 


COS. (n -{- 2i — &)q) 


+ ^rpiTI ■ ^T7=2 • m:?:!! • ~ 


PEOBLEMA SINGULAEE 

23. Invenire innumeraliles curvas algelraicas, quarum arcus indefiniti s isfa 
formida integrali exprmiantur 

« 

^<pV(aaam.^^”-^-]- hi cos. 


OUXiUXiU 


Cum igitnr elementnm huiiis cuirae sit 

ds = d^y(aa sin. 9 )’*-*-f hi cos. 9 )’""*), 

evidem est hmc condiMoni satisSeri, si elementa coordiuatanim, qnae prime 

smt X et Y, ita constitnantor ^ 

8X = a8p sin, et dT =^hd(p cos.(f^-\ 
qnandoqnidem Mnc manifesto fit 

non forent integrabiles, 

Tt coordinatas, quae 

genets “’rte snccedet Quodsi enim in 

Cx = dX cos. to — d JT sin co <»+ Hai a "v • , r, 

et = sm. CO + ^rcos. CO, 

Iiinc ntiqne fiet 

^^+Sy*=Bx^-\-dY^=d^. 
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Hae autem singulae partes revera integrationem admifctent, si capiamus 

w = (n 2i 1) g: ; 

quamobrem si loco dX et dY valores assnmtos restituamus, ambae coordi- 
natae a; et ^ ita algebraice exprimentur, ut sit 

x = aj"d(p sin. (p”~^ cos. (« + 2 i + ^)<P — ^ f^<f cos. (p’‘~^ sin. (n + 2i + 1 } ff 
et 

^ == a l^d(p sin. g>”~^ sin. (« + 2« + 1)^ + b j 3ip cos. cos. {n -I- 2i -f Ij 

nbi hae qnatuor formulae integrales ope nosfcrornm theorematum algebraice 
exbiberi poterunt, ita ut, dum pro i onmes numeros integros positives non 
excepta cyphra assumere licet, infinitae curvae algebraicae problemati satis- 
facientes assignari poterunt, quarum simplicissima sumendo t = 0 exit his 
formulis contenta 

cb h 

sin. qf' cos. nq + -- cos. (p^ cos. nq 
et 

d • • • I & « * 

t/ = — sm. w sm. nw — cos. q sin. nq, 

^ n ^ 


quae ergo succincte ita referri possuni^ ut sit 

cos. n q {a sin. q^+b cos. 9 ?“) 


et 


y = ~ sin. mp (a sin. & cos. 9)®). 
iL — tang, nq 

V(xx + (« sin- gf'+b cos. f"). 

Unde baud diffidle erit pro quovis casu aaquataonem inter ip^ coordinatas 

COEOLLA.RIUM 1 

24. Elementum curvae 

cos. 


TTin c patet fore 
et 


a; et f eliceiB. 
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in plures alias formas notatu dignas transfundere licet. Yelnti si ponatur 
sin. 9 J = t?, ob 8(p = erit 


ds ■■ 


ov 




y{i — »«) 

ubi operae pretium est notasse casu n = 2 fieri 


ds = 


ov 


]/(! — vv) 


y((a<i — 1)V)vv 4- a), 


qua forma elementum ellipseos exprimitur, ita ut ope huius problematis in- 
finitae curvaa algebraicae reperiri queant, quarum longitudinem per arcus 
ellipticos meMri lieeat.^) 

COEOLLAKIUM 2 

25. Pro alia transformatione ponamus 

• "I / ^ ^ 4. T / 1 ”h ^ 

sm. (p= y et cos. y = )/ —~ 

eribjue dtp — — — — hincque ergo fiet 

g” -|/ aa(l — + (1 + i;)"- 1 

2y(l — vti) ^ 2”~^ ’ 

quae formula casu « = 2 abit in banc 


ds 


cv -i /aa + bb + (ph — aa)v 
2y{l — vv)' 2 


qua itidem elementum ellipticum exprimitur. 


COEOLLAEIUM 3 
26. Quodsi porro ponamus tang. (p = t, erit 


sin.q> 


t 

y(i+u) 


et 


cos. <p = 


1 

V(i + tt') 


1) Confer Oommentationem 639 p. 436 laudatam. A. L. 




SCHOLION 

27. Ceteriim. quoniam in nostris theorematibus infiniti factores sunt 
indieati, per quos quaepiam formula differentialis multiplicata reddatur inte- 
grabilis, meminisse iuvabit in elementis calculi integralis methodum tradi 
solere, qua ex cognito uno tali faetore innumerabiles alii reperiri possunt. 
Veluti si formula differentialis ducta in quantitatem p praebeat int^rale 
I'pv8x = q, turn denotante Q fanctionem quamcunque ipsius q etiam mul- 
tiplicator Qp formulam propositam vdx reddet int^rabilem. Cum enim sit 
pvdx = dq, erit Qpvdx — Qdq; unde quoties formula J' Qdq est int^rabilis, 
etiam factor ille ^p formulam propositam vdx reddet integrabOem. Yerum 
perspicuum est hunc casum toto coelo discrepare a formulis illis integraUbus, 
quas in nostris theorematibus attulimus. Nam cum formula d(p sin.q)""^ ducta 
in sin. (w + l)y praebeat integrals ?^sin.« 9 ), Mnc nemo certe secundum 
methodum memoratam rehquos multiplicatores idoneos, qui sunt 

sin. (n + 3 ) 9 ), sin. (n + 5)q>, sin. (n + 7)q3 etc., 

turn vero etiam 

cos.(% + l)y, cos.(n + 3)q>, cos.(» + 5)5p etc., 

elicere valebitj quamobrem ilia theoremata tanto magis omni attentione digna 
sunt censenda. 
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m ITEEATA INTEGEATIONE 
FOEMULAEUM INTEGEALIUM 
DUM ALIQUIS EXPOJSTEi^S PEG YAEIABILI 

ASSUMITUE 

OoBventui exhibita die 19. August! 1776 

Gommentatio 653 indicis Enestroemiani 
Koya aeta academiae sdentiaruDi Petropolitanae 7 (1789), 1793, p. 64 — 82 
Summarium ibidem p. 40 


StJMMAEITJM 


P#iir Hileux saisir Fidoe de FAuteiir, le but de ce Memoire, et la metliode d’integrer 
qui y est dwei 0 pp&, il snffira de suiyre M. Euler dans la solution du premier Probleme, 
cm il traite la formule la plus simple J ' dont la valeur prise depuis le terme a? = 0 
jusquau terme est de sorte que Ja?~'^dx = ~ , Pour la nouvelle integration de 

cette formule, on suppose Fexposant 6 variable, et apres avoir multiplie par dd, on prend 
de part et d^autre Fintegrale de maniere qu’elle evanouisse en mettant 6^ a. De cette 
maniere on a 


Slais a cause de 


dx 

X 


constant et 


on aura 





Im a 


Dune ^lere semblable, M. Eoler traite plusieurs antres formules plus compliquees dont 
les int^prales sont connues pour ceriains termes d’int%ration determines. 
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1. Oum sit 


PROBLEMA 1 




Jianc formulam denuo integrare sumto exponente 6 variaJnli. 


SOLUTIO 

Quoniam hie de integratione agitur, ut ea determinetar, integrale ita 
capi assumamus, at evaaescat eerto casu, posito scilicet 6 = a. Maltipli- 
cetur ergo utrimqae per elementum dd et integratione iuxta hanc legem 
instituta pro parte dextra habebimns 


If 


= 16 — la — I- 


At pro parte sinistra notum est hanc integrationem a signo summatorio 
penitus non turbari, et qaia iam sola littera 6 pro variabili habetur, 
— yero at constaas spectatar, ob habebimas 




qao valore sabstitato membrum sinistram erit 

J X lx ^ 

qaamobrem ista integratio iterata nos perdaeit ad hanc aeqaationem ) 

e 




r(x^-^ — a:“~*)8arrab x — 0 

-J lx Lad ®=lJ 




COEOLLAEIUM 1 

2. Si eodem naodo fomaala integralis 


/*■ 




dx 


ab X '- 
Lad X - 


*^1 = - 
‘Ij ~ n 




1) Confer Commentationem 464 (indicis ENESTBOEMiAm): Wova me^odus qumtUafes Me- 
grides determmandi, JTovi comment acad, sc. Petrop. U (1774), 1775, p. 66; Leonmarbi 
JEvlebj Opera omnia^ series I, voL 17, p. 421, imprimis p. 427. A. L. 
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clenno int€gret.ur sumto 6 variabili, reperietur haec aequatio integrata 






CX 


ab x^O 


lx Lad x^lJ 


I 


n 6 

n a 


At si 6 negative capiatur, turn etiam a negative accipi debebit, unde aequatio 

denuo integrata haec prodibit 




. 11 - 9-1 


• af ■ 


0 


ox 


ab x = 0' 

lx Lad a; = l J 


I 


n ~ 6 
n — a 


COEOLLAEIUM 2 

3. Hie igitur notentur istae integrationes, quas in parte sinistra institui 
oportet et qnibas pro aliis formulis in posterum erit utendum, ubi semper 
assamamus integralia ita capi debere, ut evanescant posito 6 = a. Prime 
scilicet erit 

Jxfdd- 

praeterea vero simili modo 

-J- 6 +• cc 


lx ’ 


atqne hinc porro intelligitur fore 

= 

nnde patet, si X capiatur negative, fore 

/ > - “-Zb — Za 

Xlx 


lx 


^i-Ze + 

Xlx ’ 


PEOBLBMA 2 

4. Cum sit, uti iam saepius^) est osfensum, 


raP-Hx 
J l + ar’ 


ab ic=*0 
Lad x=^oo. 


7C" 

Btc ’ 


V sm. 


Mnc aequatiomm denm integrare sumto exponente 6 pro varicMli. 

1) Confer Oommentationes 60 et 254 (indicis Enbstroemiani): De vnventione MegraUum, 
sijost integraiionem variaMi guantUati determinatus valor trOmatur, Miscellanea Berolin. 7, 
li43, p. 129, et De expressiom integralium per faefores, Novi comment, acad. sc. Petrop. 6 

(1756//), li61, p. 115; LEOXEAmi Eulert Opera omnia, series I, voL 17, p. 35 et 233, imprimis 
p. 54 et 260. A. L. 
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SOLUTIO 

Perpetuo Me ut hactenus integralia ita accipi statuamus, ut evanescant 
posito 6 = a\ quo observato pro parte dextra habebimus 


quae formula posito ~ = (p abit in banc J , cuius integrale noyimus esse 
Ztang.y^); quamobrem adiecta debita constante pro hac parte babebimus 

, ea 

C xo6 j, dz ,, uz MJig- 2 “ 

/ — ^ = ^^“g-^-^tang.~ = Z- 

^ V sm. — tanff. 


Pro parte autem siuistra, ubi solus factor est variabibs, erit 


faf-^ee 




Hoc igitur valore introducto formula nostra integralis denuo integrata erit 

, ^ 

rdx(3:^~^ — ab a: = 0 ^ 

J {l+x^)lx Lad a: = c3oJ tang.^ 


COEOLLAJaUM 

5. Quodsi ergo sumamus a = Y»', qaoniam tang. |- = 1, boc casu 
ponendo poHus r = 2 a babebimus banc aequationem integralem ^tis 
memorabOem^) 

pa;(a^-^-a="-^) rab a; = 0 1_;^ang — ■ 

J Lad ar=ooJ ° 4a 

l) Confer Oommentationem 463 (indicis EyESTROEMiiyi) : Be vahre formulae integralis 
casUj QUO post integratl&nem poniiitr comments, aead. sc. 

Petrop. 13 (1774), 1775, p. 30; Leonsardi Euleri Opera omnia, series I, yoL 17, p. 384, im- 
primis p. 415. Oonfer ibidem p. 421 Commentation em 464 supra p. 459 landatam, imprimis 
p. 440. A. L. 
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PROBLEMA 3 

6. Oum sit, uti iam satis constat^). 


f 


["ab x^O 

1 -\-x^ Lad a;= iJ 




V sin.- 


But ' 


hanc asquationeni deniw integrare per eaponentew, varidbilem. d, ita ut integralia 
evaneseant posits) 6 = a. 


SOLUTIO 


Miiltaplicjmdo igitur per 86 et integrando pro parte dextra prorsus ut 
in praecedente problemate habebimus 


I 03r 

, CCfC 

Pro parte autem sinistra, quia formula est constans et exponens 6 in 

duobtis tenninis occurrit, pro priore termino babebimus 

pro altero vero termino ex § 3 babebimus 




^y-a- 



e- 1 

> 


quibus TaJoribus substitutis orietur ista nova integratio 


fix 

o 

II 

' i+x* 

Lad a? = 1 J 


tang. 


Ojt 


tang. 


2y 


1) Confer praeter Commentationes 60 et 463 mode landatas etiam Commentationes 59 et 462 
(^indicia Ehestboesuani^ : TJteoremata circa redudionem formularuYn integralium ad guadraturam circuli , 

Miscellanea Berolin. 7, 1743, p. 91, et Devalore formulae integralis casu, 

quo post inteffraitmem poniiur r = l, Novi comment acad. sc. Petrop. 19 (1774), 1775, p. 3; 
Zeosbardi Eeieet Opera omnia, series I, vol. 17, p. 1 et 358, imprimis p. 9 et 375. A. L. 
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COEOLLAEIUM 1 

7. Ista aequatio aliquanto succinctius ita repraesentari potest 


r dx — a;’'-® 

'ab x^^O" 

'xlx l+x'’ 

.ad x=-l_ 




tang. 


6% 

_ 


tang. 


ubx cum sit 






ista aequatio ita commodius per factores repraesentari poterit 

/ 


dx (a:® — a:“)(l 
xlx 1 + *’’ 


ab a; = 0 
.ad a; = lJ 


tang.— 


tang. 


2, 


COEOLLAEIUM 2 

8. Quodsi hie capiamus d = v — a, ut fiat pro parte dextra 

erit tang. = cotang. unde totum hoc membrum erit 21 cot. quare 

cum pro parte sinistra factor 1 + a;’"""® evadat = 2, utrimque per 2 divi- 
dendo habehimus 


/ 


dx 

xlx 


a;v-a_a;« Tab a; = Ol _ j ^ 

l+aJ” Lad a;=lJ ’ 2v 


COEOLLAEIUM 3 


9. Quodsi sumamus v = 2a, ut fiat tang, f;; = 1> pro parte sinistra fector 
1 _p a;”-®-® abit in 1 + dum prior factor af — xf ita repraesentari potest 
— unde amboruna productum erit a;* (1 — ;»*“"**); quamobrem inte- 

gratio nostra ita se habebit 


/ 


x^ ^d x 
lx 




Ztang.^- 
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SCHOLION 

10. Istae integrationes eo maiorem attentionem merentur, quod in iis 
tres exponentes a, d, v indefiniti occurrunt, quos singulos pro lubitu utcunque 
determinare licei^ ita ut istae formulae multo latius pateaut, quam eae, quas 
non ita pridem^) ex iisdem fondamentis derivavi. 


PEOBLEMA 4 

11. Cum dt, uti iam abunde est demonstratum^) , 
J 1—x^ 


'ab x^O' 
.ad a; == 1. 




V tang. 


6yt ' 


Mnc formulam denm infegrare sumto exponente 6 varialili, ita ut integralia 
evanescani posita 6 = a. 

SOLUTIO 

Quodsi ergo hie per 36 multiplicemus, pro parte dextra babebimus 


V tang. 


Otc ^ 


quae formula posito ~ = q> abit in 


dip dip eos. ip 

tang, ip sin. ip ’ 


cuius int^rale manifesto est lam.g>; quamobrem constanti debita adiecta 
pro parte dextra babebimus 


I sin* 


Ox 


7 . ajc 

I sm. — = 


V 


B}7C 

sm. — 
I — 

. ait 

sm. — 


Pio parte autem sinistra, quae ita repi*aesentetur 



a;®— 

1 —a:* 


> 


1) Confer Commentationes 463 et 464 modo laudatas. A. L. 

2) Confer Commentationes 59, 60, 462 et 463 supra laudatas. A. L. 
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habebimus 


et frsa- 


35”-“— a^- 


Ix ^ J- u 

quibus valoribus substitutis orietur sequens aequatio integrata 


0X of —X“ 

— + a:”-® 

"ab 

II 

5 

) xlx 

1—x^ 

_ad 

1 

II 


sin. ■ 


03t 


l- 


sin. 


ubi iterum tres exponentes indeflniti occurrimt a, 6, v. 


COROLLAEIUM 1 

12. Cum sit, uti iam ante observavimus, 
formula nostra commodius ita per factores exprimi poterit 


r dx 

(a:® — a;“)(l — a:''-“-®)ra 

b x = 0~ 

/ xlx 

1-x^ La 

id a: = l_ 


l- 


sin.- 


sm.- 


ubi si sumeremus a + 6, membrum sinistrum evanesceret, dextrum autem 
manifesto quoque evanesceret. 


COKOLLAEIUM 2 


13. Quodsi autem Me sumamus v = 2a, pro dextra foret sin. — = 1, 
unde hoc casu formula nostra integrahs erit 



(a^ — a^)(l— a^-®) 

“at x=^Qr 

J xlx 

l-a:*“ 

«ad x^l^ 


= I sin. 


Bx 


quae forma evidenter in hanc contraMtur 

J'x^-^dx (1 — pab ic — O' 


lx 


1 — Lad x = 


OT 

1_ 


Z sin. 


Bx 
2 a ' 


SCHOMON 

14. TTa s igitur egregias integrationes deduximus ex formulis int^ralibus 
iam pridem erutis, quatenus in iis exponentes indeflniti occurrunt; quodsi 
ergo aliae huiusmodi formulae integrales insuper innotescerent, eas simUi 

Leojjhahdi Eueebi OpBia omnift Iis Cominaiitafliones analy tic&e 
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modo tractaxe Mceret; verum hactenus nullae tales formulae sunt juveutae, 
quae ad huuc scopum accommodari possunt, quam ob causam integrationes 
Me exMbitae summa attentione Geometrarum dignae sunt existimandae. 


ADDITAMENTUM 


15. Cum nuper‘) ostendissem buius formulae integralis 


/ 


( 1— a^)(l— 
lx ‘ 1 -®” 


jP 

a termino » = 0 ad terminum a: = 1 eitensae valorem ita exprimi, ut sit I 
existente 


’=/: 




et 


(l — af) 


«=/: 


ry,a — 1 


dx 


(1 — af) 


quae mtegralia denuo ab a; = 0 ad a; = 1 sunt extendenda, manifestum est m 
hac forma generaJi plerasque integrationes supra inventas contmen; quam- 
obrem cum illis casibus valores integralium absolute exprimantur, operae 
pretium erit istam formam generalem ad iUos casus applicare, ut relatio inter 
binas fonnulas int^rales F ei Q inde innotescat. Problema quidem primum 
et secundum hue plane non pertinent. Ex problemate igitur tertio et qparto 
eos perscrutemur casus, quos ad formam nostram generalem revocare licet. 


ETOLUTIO FOEMULAE DfTEGEALIS SUPRA § 8 INVENTAE 


/ 


CX 

xlx 


______ 



= I cot. 


2v 


16. Quoniam Me denominator est l + ut is ad formam generaMm 
reducatur, multiplicetux fractio supra et infra per 1 — a:’' et formula ista 
integralis hanc induet form am 

r dx (x”-" — a^)(l— gp 
J xlx' l-a;®” 

Hie ante onmia dispiciendum est, uter exponentium et a sit maior, 

unde duos casus evolvi conveniet, prouti fuerit vel v — a < a, hoc est < 2 a, 
vel »' — «>«, hoc est »'>2a. 

l) SdEeet in Commentatiotte 500 hnius Tolnminis p. 51. A. L. 



72—73] 


DTJM ALIQUIS EXPONENS PRO YARIABILI ASSDMITUE 


467 


17. Sit igitur prime v<2a sen a>yv atqne formula integralis ita 
repraesentari poterit 


J lx 1— I*’' 


Hinc iam comparatione cum formula geuerali instituta manifesto habebimus 
a==y — a, h = 2a — v et c = v, denique « = 2y, ex quibus valoribus forma- 
buntur sequentes formulae 


p = /* ^ _ pt. 0 == 


Ponere etiam potuissemus b = v et c = 2a — v manentibus a — v — a et 
n = 2v Mneque prodiissent valors 


P_ / et 


■/; 


(1— a:®”) 


0 =/- 


af-‘‘-^Bx 

(1 


<j|p^ 0« 

utrimque autem erit 1-^ = 1 cot. ^ ■ 


18. Hinc igitur dnas nanciscimur int^rationes notatu digjiissimas. Cum 


enim sit = cot. hae duae integrationes ita se habebunt 


T r af~'‘-dx fsf~ 


ax 

• . I , — ^ = cot. — , 

a;®”) J}/(l-a;*’') 2v 


n, 


/ ^r-o-lgj; ^ ^ 

__ . I - 






Sv— S0£ 


cot. 


aa: 


(1 — a^') 


(1— a:®”) 


19. Sin autem fuerit r>2a, ipsa formula generalis mutatis signis ita 
debet repraesentari 


C dx 
J xlx 




1 — **’■ 


Itang. 




cui aequationi nunc indnamns Imne formam 


/ 


(1 — ie^-®»)(l — af) 


lx 


1— s*' 


59 » 
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unde iam m an ifesto habemus a == a, h = v — 2a, c — v atque n = 2v, unde 
deducuntur isti valores 


P= 


/- 


yii-x*") 


et 



y(i—x^*) 


Sin autem sumamus c — v — 2a et b = v manente a — aei n — 2v, reperietur 

x“+^-'^dx 


■/; 


y + ia 


et 






x“~^cx 


v + 2a 

(1 - 


20. Oum nunc utrimque sit 1^ = 1 tang. ideoqne ^ = tang. hinc 
adipiscimur iterum bas duas integrationes 


in. 


fx^ 

J — a 


Zx 


■ r a;«-^aa; 
'J y(l-a:»') 


tang. 


ait 
2v ' 


quae quidem convenit cum priore antecedentium, siquidem formulae P et ^ 
tantum inter se permutantur; altera vero integratio est nova, scilicet 


IV. 


I v+ia ‘ / ■ 

S-. «/ J 


af-^dx 


y-F2a ' 

(1— »*’') 


v + 2cr 


tang. 


(l-a:*”) »” 


ajc 

2v 


EVOLDTIO FOEMULAE INTEGEALIS § 9 ALLATAE 


Csf-'^dx 1— a;*“-*9r£ 

A x^QT] 

/ lx l + L 

II 


6jt 

Aa 


21. Quo haec expressio ad formam praescriptam reducatur, multiplicetur 
supra et m&a per 1 — a^“, ut habeamus banc formam 



ex 


(1 — — a;*“) 

1— iC*“ 


= I tang. 


Otc 

4:CC^ 


quae sponte ad formam generalem revocatur sumendo & = 2a 26, 

C = 2a et « = 4a, si modo fiierit a>6. Si enim fuerit d > a, alio modo 

comp^tio mstitm debet, uti deinceps videbimus. Ex bis autem valoribus 
conficietur 



a^o-^-^dx 

y{l 


et 



sfi ^dx 

yii-x^“) 


J 
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unde ei^o deducitur 

^ . r 

J Vd-x*^) J 


yScc-e-i^x , r x?-'-cx _ . ^ 

]/(!— a;^“) ’ ^ ]/(l— »*“) ^^‘ 4 ns 


22. Possumus etiam valores litterarum b et c inter se permutare, ut sit 
b = 2a et c = 2a — 26 manentibus a = ^ et M = 4a; turn autem iet 


= / ^ et (?=/- 


x^~^cx 


(l_^aya 


hincque deducitur reductio 


-rrr /’ar“+®“^8a: /* 3r~"cx , tfx 

YI. / / ^, = tang.— , 

^ (1 — (1 — 

quae autem aeque ac praecedens locum non habet, nisi sit a>6. 


23. Quodsi autem 0 superet a, aequationem nostram in aliam formam 
transfundi oportet signa utrimque mutando, unde prodibit 


J lx l — x*^“ 


Hie iam iterum duplex comparatio institui potest; primo scilicet sumamus 
a^2a — 6, b = 26 — 2a, c = 2a et « = 4a, unde formamus 


P= et (?==/ 

J 1/(1 — a^“) 




hincque oritur septima relatio baec 

yil f 

J - 1/(1 _ a ^“) J ]/(! — ®*“) 4 « 

quae manifesto cum quinta congruit. 

24. l!?OTa autem reductio obtinebitur, si siatuamus 6 = 2a et c = 2# — 2a 
manentibus a = 2a — 6 et « == 4a; turn igitur erit 








(l — x^‘‘) 
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Hinc rero coUigitar reductio octava 


vm 


I Sa-d • f ' 


(1 — 2?^“) 




cot. 


0jt 

4a 


25- Hie aiitoio. probe Botandum est quaternas posteriores reductioBes 
ex qiiatiior prioribas oriri, si ia istis loco a scribatur dy at y loco 2a, ita ut 
qnatiior posteriores reductiones iam in prioribiis coBtiBeantnr; quaBiobrem 
sive quatiior priores si¥e posteriores peiiitus oniittere licebit, ita ut Bobis 
tautura quatuor relinquaiitur, inter quas porro, quoBiam tertia bob discrepat 
a prima, iaBtuBa tres supereruBt buiusmodi reductiones, quae quidem ex 
problemate tertio sunt natae. 


EVOLUTIO FOEMULAE INTEGEALIS § 12 ALLATAE 


Ccx (a:® 

"ab re = 0” 

J xlx 1 — x^ 

„ad rr == 1_ 


67t 

sin. — 

. I — 

. ayt 

sm. — 

V 


26. Ista expressio iam congruit cum forma nostra general! neqne idcirco 
alteriori transformatione indiget. Hie quidem duo casus essent distinguendi, 
prouti faerit vel 6> a vel 6 < a; verum hac etiam distinctione carere pos- 
sumus, propterea quod binae litterae a et 6 inter se sunt permutabiles; iis 
enim permutatis signa utrimque invertuntur. Hanc ob causam, quoscunque 
valores babuerint ambae litterae a et d, minorem semper littera 6, maiorem 
Tero littera a designare licebit, unde aequatio nostra ita repraesentabitur 

die 

j' x^-^cx _ ( 1 — ^ — 


lx 


sm.- 


27. Hihilo vero m i n us duo casus distinguendi etiam hie occurrunt, prouti 
fuerit vel v>a-\- d vel v<a-{- 6. Sit igitur prime v> a-\- d et forma 
exposita manebit invariata, quae denuo duplicem comparationem cum general! 
admitiit. Primo igitur statuamus a = 6, 1 = a — 6, c = v — a — d et n = v, 
qui valores nobis suppeditant 
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sicque ex liac evolutione tabebimus sequentem reductionem 


r’ af-'^-dx _ /’ 

I ; I 




sm. ■ 


0a: 


(l-a;”) ^ (l-a;”) ’ 


ai-S . 

sm. — 

ff 


28. Secunda nascetur reductio pennutandis litteris i et c, ita ut sit 
a = 6, i = v — a — d, c = a — 6 et n = v, unde fomiantur bae formulae 




p- r ^=/ 


r— £r + 0 ’ 


quare secunda reductio bine orta exit 


x^-^dx 


/ v — Of-fd * f y — g-fg 

(1 — (1—®”) ' 

quae duae reductiones postulant, ut sit v>a-\r 6. 


Sin. - 


sm. 


29. Sin autem fuerit v <a-\- 6, ipsa aequationis forma boc modo im- 
mutari debebit 


/ 




lx 


1 — x^ 


sm. 

ir 

sm.- 


ubi iterum gemina comparatio institui potest. Sit igitur pnmo o, =^v a, 
— c = a + 6 — v et n = r, unde oriuntur bae formulae 

f et 

^ M — -rA y ^ 


(1 - X^) 

Hinc igitui; concluditur tertia reductio 

af-®-*0a: 


(1 — af) 


in. 


x" “ ^8x V 


/ > X’-’-^dx . f 

^P^Ce -0 * I tv-a — 0 , §X 


30. Denique statuamus a = v — a, b = a-^6 — v, c — a 6 et n >' 
et formulae bine sequentes nascentur 


■/; 




v—cc^e 


et 


«=/: 


x’-^-^dx 


r — a + 0 


(i-x^) 
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ita ut quarta Mac oriafcur reductio 


lY, 


f> of-^dx . (' 

I • / " 


X 




V — <x-\-& 


(l-a;”) ” 


. an 
sm. — 

V 

6n 
Sin. — 

V 


31. Quatuor igitiir Me nacti sumiis formularum integralium paria, quae 
eandem inter se tenent rationem ac sinus duorum angulorum, dum evolutiones 
praecedentes tantum tria huiusmodi paria praebuerant, quarum ratio P : Q 
tangenti emuspiam anguli aequatur, ubi quidem evidens est secundam et 
quartam inter se convenire. Cum igitur huiusmodi reductiones altioris sint 
indagims ac sine dubio insignem usum habere queant, operae pretium erit 
eas clarius ob ocnlos exponere. 


PEOBLEMA 


32. 


Inpenire binas formidas irUegrales P et Q ah x — 0 ad x — 1 extensas, 



SOLUTIO 


Tripliei igitur modo hoc fieri potest secundum evolutionem primam 
supra institatam. 

I. Ex prima enim reductione, cum sit cot. = tang. , flet 

— a = « et v^n, ita ut sit a^n — m. Hinc igitur erit 


P== 


/ 


1/(1 


et 



1/(1 -a:*") 


9 


qua© ergo soluMo prima. 

n. Secunda reductio supra allata erat ^ = cot. ^ = tang. nbi 

ergo iterum est a == n — m et v = n, sicque secunda solutio huius proble- 
matis constabit his formuhs 








(1- 


-a:®") ** 




X^-^dx 




(1— a;®") *" 


et 
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Hae autem formulae tantum valent, quando fuerit m<—n ideoque ipse 

■X mTt . . , 

angulus ^ minor semirecto. 

HI. Quoniam tertia reductio ibi allata cum prima convenit, ex quarta, 
ubi erat -g = tang. ^ ideoque pro nostro casu a = m et v — n, tertia solutio 
ita se babebit 

I « I Sra + n) 

qui valores quoniam a praecedentibus non sint diversi, duas tantum adipisci- 
mur solutiones nostri problematis, quarum secunda limitatione quadam indiget, 
scilicet m<—n, prior vero ad omnes angulos recto non maiores patet. Hae 


ergo duae solutiones ita repraesententur 



[—1 

II 


e=j 


J 1/(1 ’ 

' 1/(1 — a:®*) 

II. P = 


e- 

r af'-'^cx 

1 

j 2m-f « 


(1— 


(l-a:^”) *“ 

• P 

ex utraque igitur erit -g 

, TYITC 

= tang.^. 




PROBLBMA 


33. Invenire Unas formulas integraUs P et Q, ut fat 


P 

Q 


sm. 


PTC 

2n 


sm. 


g% 


siquidem a/ndw iUa integralia ah a: = 0 ad co = l ^dendantur. 


SOLUTIO 


Ad banc igitur formam transferamus quatuor illas reducHon^ in evo- 
lutione tertia traditas, et cum pro prima et secunda esset 


P 

Q 


sin. 


$TC 

V 


sin. 


KTC 

V 


Leonharbi Eulebi Opera omnia Ii8 Commentationes analyticae 
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pro forma hie praescripta erit 6=!P, a — i et v — 2w; quamobrem hinc 
nanciscimur duas sequentes solationes 


I. P - 


■/ 


11. P 


=/: 



et 

J>+g 

(1-a:®”) **' 



et 

2k— §-|- p 


(l-a:®”) 

Tertia vero et quarta reductio habebant 

p sin. 
® sin. 








j+g 

(l_a;2«) 2” 
af-'^dx 

Sn — g_j^* 

(1 — a;®”) 


aa 

V 

Ja’ 


pro qua igitur erit a=p, d = q, ?' = 2w, unde ambae solutiones sequentes 
deducuntur 


m, 




lY. P- 


■I: 


, 2;2«-g-iga: 

et 


^ a;3— P-l^a; 

4n—p — q 

(1—X-”) 

^ (1 — x^”) 

• x^~^dx 

et 

<2 = 

e> 

^ ^.Sre-p-lg^; 

2/i—p + g 

(l — x^«) 

(1 — x^”) 


Hinc igitur patet quadruplici modo fieri posse 

p7C 


sm. 


2n 


Q • 2^ 
^ sm.“- 


COEOLLARIUM 1 


34. Si assumamus q = n, ut fiat sin. |^ = 1 ideoque prodire debeat 
^ = sin. 1^, pi*o hoc casu quatuor inventae solutiones dabunt 


1. 

P— i 


et 

II 

,, x^-'^dx 

J 


1 p + n 



(1— a*”) 


«> 

(1 — a:®") 

n. 

P= 1 

^ af“^car 

et 

<?= 

r x^~^Sx 

J 


j W + P 



(1— iC*") 


4L> 

(l_a;2») a« 
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m. 

P = 




r x^’‘-f’-^>x 

JL — - 

Bn—p 

(1— x*”) 

f 

lY. 

p_ 

r x^~'^Gx 

et 

Q = 

f x-^-^-'^ix 

JL 

f Zn — p 

(1 — a;®'')“2ir 



ubi ergo solutio prima cum secunda et tertia cum quaiia convenit. 


COEOLLAMUM 2 

35. Sumamus nunc esse q = — p, ut fiat sin. |^ = cos. ideoque 

prodire debeat •^ = tang. Pro hoc ergo casu qoatuor solutiones iuventae 
evadent 


I 

11 . 

III. 

IV. 


hincque erit 

( 


p= 

e> 

» 

1 

1 

h* 

H 

et 

^ ]/(i— P") 

P 

n X’‘ + P~'‘-CX 

et 

J. = 

j » + 

t/ 

{l-X-") 



+ 

h3 

1 

et 

JT 

/ ^ 

(l_a;2,)2 


n af‘~>’~^cx 

et 

X 

e.- 

f 3n— 3p 






]/(l 


y I 

^ 


«-/■ 

«=/: 


j 

(i-z'”)* 

(1 


p 

Q 


= tang. 


p% 


2n 


ubi prima et secunda forma cum iis, quas in praecedente problemate invenimus, 
prorsus conveniunt; tertia autem forma ob (1— aj®”)- fit incongrua, quia hide 
P et ^ in infinitum excrescerent; quarta autem novam formam dare videtur. 
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